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Introduction معرفي
: سينماتيك

)ذره(مطالعه ي هندسي حركت يك جسم

:سينتيك 
)ذره(مطالعه ي روابط بين نيرو، جرم و حركت يك جسم



Rectilinear Motion حركت مستقيم الخط

مفاهيم و تعاريف 

راه حل هاي تحليلي

راه حل هاي گرافيكي



Velocity  & acceleration سرعت و شتاب

 سرعت متوسط)average velocity(

 سرعت لحظه اي)instantaneous velocity(

 شتاب متوسط)average acceleration(

 شتاب لحظه اي)instantaneous acceleration(

 شتاب، سرعت و جابجاييرابطه ي ديفرانسيلي



تعاريف و نمادگذاري ها
 حركت تندشونده و كندشونده)accelerating & decelerating(

a.v<0     decelerating

a.v>0     accelerating

نماد گذاري مشتق ها



مثال
ثانيه 2حركت از سكون با شتاب و سرعت مثبت تا 
2بيشينه ي سرعت و شتاب صفر در ثانيه ي 

4تا  2شتاب منفي، سرعت مثبت و كاهنده از ثانيه ي 
4سرعت صفر، جابجايي بيشينه، شتاب منفي در ثانيه ي 

6تا  4حركت در جهت منفي، سرعت و شتاب منفي از ثانيه ي 
6عبور از خط مبدا در ثانيه ي 



Analytical 
Integration

راه حل هاي تحليلي

a=f(t)شتاب را به صورت تابعي از زمان داشته باشيم 

a=h(x)شتاب را به صورت تابعي از جابجايي داشته باشيم 

a=g(v)شتاب را به صورت تابعي از سرعت داشته باشيم 



a=f(t)شتاب را به صورت تابعي از زمان داشته باشيم 

سرعت بر حسب زمان:

جابجايي بر حسب زمان:



a=h(x)شتاب را به صورت تابعي از جابجايي داشته باشيم 

سرعت بر حسب مكان:

جابجايي بر حسب زمان:

سرعت بر حسب زمان:



a=g(v)شتاب را به صورت تابعي از سرعت داشته باشيم 

سرعت بر حسب زمان:

سرعت بر حسب مكان:



مثال
:داده ها

V(x=0)
:مجهولات 

V(t) , X(t)
استفاده از روابط تحليلي: راه حل اول

استفاده از معادلات ديفرانسيلي: راه حل دوم

متصل است، اگر سرعت ارابه در لحظه ي عبور از نقطه ي تعادل،  Kارابه اي به دو فنر با سختي 
:  داده شده باشد، سرعت و مكان ارابه را به صورت تابعي از زمان بيابيد



Graphical 
Interpretations

راه حل هاي گرافيكي

s-tنمودار 

v-tنمودار 

v-sنمودار a-sنمودار 

a-tنمودار 



s-t زمان-نمودار مكان
زمان برابر سرعت ذره در آن لحظه مي باشد-شيب نمودار مكان:



v-t زمان-نمودار سرعت
شيب نمودار در لحظه، برابر شتاب در آن لحظه مي باشد.
مساحت سطح زير نمودار در هر بازه ي زماني برابر جابجايي ذره در آن بازه مي باشد.



a-t زمان-نمودار شتاب
مساحت سطح زير نمودار در هر بازه ي زماني، برابر تغييرات سرعت ذره در آن بازه مي باشد.



a-s مكان-نمودار شتاب



v-s مكان-نمودار سرعت
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Relative Motion حركت نسبي
دارند انتقالي حركات تنها هم به نسبت مختصات سيستم دو كه اين بر فرض با  

)Translating Axes( مي نتيجه زير روابط كنند نمي دوران هم به نسبت و 
:شوند
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مثال
بالا شيبدار سطح روي ثانيه بر متر 120 سرعت با بلوكي 

 جهت در ثانيه بر متر 200 سرعت با اي گلوله و رود مي
.گردد مي آن در ساعت هاي عقربه خلاف

حالت در را گلوله امتداد و مقدار θ=30 آوريد بدست.

http://omrandl.ir


Constrained Motion حركات وابسته

http://omrandl.ir


مثال
ي ذره سرعت B ي ذره سرعت كه هنگامي را A برابر 

0.6 m/s آوريد بدست است، پايين طرف به.
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Curvilinear Motion 
of Particles

حركت ذرات بر مسير منحني

:نشان دهيم روابط زير نتيجه مي شوند rاگر بردار مكان ذره را با 
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يادآوري روابط مشتق برداري
 اگرP  وQ دو بردار باشند روابط زير برقرار خواهند بود:
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Rectangular 
Coordinates

سيستم مختصات كارتزين

 اگر موقعيت ذره در فضا را با سه مولفه يx,y,z مشخص كنيم خواهيم داشت:

در سيستم مختصات دو بعدي تنها جمله ي سوم حذف مي شود.
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Projectile Motion حركت پرتابه
شود مي اكتفا روابط ي خلاصه ي ارائه به بخش اين در:
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Normal and Tangential 
Coordinates

n-tسيستم مختصات 

ي يكه بردار et بردار و حركت راستاي با جهت هم و مماس را 
  تعريف دوران مركز جهت در و راستا اين بر عمود را en ي يكه

 هاي بردار دو، اين بين  ي رابطه آوردن بدست از پس و كرده
:كنيم مي تعريف ها آن اساس بر را شتاب و سرعت
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Normal and Tangential 
Coordinates

n-tسيستم مختصات 

خلاصه ي روابط
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Polar Coordinates r-θسيستم مختصات قطبي

 بردارهاي يكه يer  وeθ را مطابق شكل مقابل تعريف مي كنيم:
 با روابط هندسي مشتق بردار هاي يكه نسبت به تغييرات زاويه بدست

:مي آيد

مشتق زماني بردار هاي يكه با كمك قاعده ي زنجيره اي نتيجه مي شود:
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Polar Coordinates r-θسيستم مختصات قطبي

روابط سرعت و شتاب:
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(r-θ)  &  (n-t)حالت خاص در سيستم مختصات 

اگر مسير حركت ذره به صورت دايره باشد روابط شتاب به صورت زير ساده مي شوند:

روابط فوق نشان دهنده ي برابر بودن دو سيستم مختصات براي حركت دايره اي مي باشند.
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مثال
سرعت از شده، داده نشان شكل در 

 ثانيه مجذور بر متر 7 شتاب با A خودرو
  با B خودروي سرعت به و شده كاسته
  مي افزوده ثانيه مجذور بر متر 2 شتاب
 دو نسبي سرعت است مطلوب .شود

.خودرو
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مثال
در مثال قبل مطلوب است شتاب نسبي دو خودرو.
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Motion of a Particle 
in Space

حركت ذره در فضا

 صفحه اي كه از نقطه يP گذشته و موازي بردارهاي     و     باشد در نظر مي گيريم  .
 اين صفحه شامل مماس بر مسير حركت در نقطهP  و موازي مماس در نقطه يP’   بوده كه به دنبال

.نزديك شدن حدي اين دو نقطه شامل     خواهد شد
صفحه ي مذكور صفحه ي بوسان)Osculating Plane (ناميده مي شود.
      بردار حاصل ضرب خارجي     و     كه بردارBinormal  ناميده مي شود، عمود بر صفحه ي

.بوسان مي باشد
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Cylindrical 
Coordinates

سيستم مختصات استوانه اي

بردار اگر P كنند مي دوران هم به نسبت كه جهاني و محلي مختصات دستگاه دو در 
 خواهد برقرار دستگاه دو در بردار اين زماني مشتق بين زير ي رابطه شود، سنجيده

.بود

يك به نسبت اي استوانه مختصات سيستم در )يكه(پايه هاي بردار كه آنجايي از  
  اين زماني مشتق ي محاسبه جهت فوق ي رابطه از كنند، مي دوران لخت مرجع
:كنيم مي استفاده يكه هاي بردار
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Cylindrical 
Coordinates

سيستم مختصات استوانه اي

استوانه مختصات سيستم ي يكه بردارهاي زماني مشتق براي كه روابطي از استفاده با  
:كنيم مي محاسبه را شتاب و سرعت هاي بردار آورديم، بدست اي
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مثال
كرده، حركت به شروع سكون حال از شكل، در شده داده نشان پيچ  

  اي لحظه در ،)ثابت K(باشد         صورت به پيچ دوراني سرعت اگر
  را A گوي مركز سرعت و شتاب است، زده كامل دور يك پيچ كه

).باشد مي L پيچ گام( .آوريد بدست

http://omrandl.ir


Spherical 
Coordinates

سيستم مختصات كروي

زماني مشتق ابتدا شد، بيان اي استوانه مختصات سيستم در كه روشي همانند  
:كنيم مي محاسبه را پايه بردارهاي
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Spherical 
Coordinates

سيستم مختصات كروي

بردارهاي روابط كروي، مختصات سيستم در پايه بردارهاي زماني مشتق از استفاده با 
  :شوند مي نتيجه زير شكل به شتاب و سرعت
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مثال
ي زاويه با آنتني ي لوله α است شده متصل قائمي ي ميله به.  

  به متصل ي گلوله .چرخد مي ω اي زاويه سرعت با قائم ي ميله
  دور مركز از v ثابت سرعت با آنتن شدن باز ضمن آنتن انتهاي

  .آوريد بدست را گلوله مطلق شتاب و سرعت شود، مي
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3فصل 

كار و انرژيبرخورداندازه حركت و تكانهنيرو، جرم و شتاب

كاربرد قانون دوم نيوتن در بيان نيرويي قانون 
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گ
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ا ا

تكانه و 
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مركزي
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اصل 
توان و كار و 

ا

انرژي 
هاي  

نيرو 
هاي  بسيستم هاي مختصاتدوم نيوتن و

ديگرنسبيو مقيد
قانون 
دوم 
نيوتن

يزاويه اي رو
ضربه اي

زي ر
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S l i f P bl ائل ل Solution of Problemsش روش حل مسائل

استفاده از روابط  
سينماتيكي مسئله

انتخاب مناسب 

حل مسئله ي

ترين راه حل
سينتيكي

ي ل
ديناميك ذره
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S l i f P bl ائل ل Solution of Problemsش روش حل مسائل
ن ط نا ط روابط نيرو وا

جرم و شتاب
روابط نيرو و
جرم و شتاب

راه حل هاي مختلف 
ك ك

راه حل هاي مختلف 
ك سينتيكي كه بهك

تناسب مسئله بهترين  
آنها استفاده مي شود

سينتيكي كه به
تناسب مسئله بهترين  
آنها استفاده مي شود

روابط اندازه روابط انرژيروابط انرژي
حركت

روابط اندازه 
حركت
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Newton’s Second Law)اقا )بيان نيرويي(قانون دوم نيوتن

 اگر برآيند نيروهاي وارد به يك ذره صفر نباشد، اين ذره شتابي خواهد گرفت
.كه متناسب با مقدار و جهت برآيند نيروهاي وارد به آن است

مقدار ثابت فوق يك مشخصه ي ذره بوده كه جرم ناميده مي شود:

http://omrandl.ir


ائل ل ت ن قان ن ا كاربرد بيان نيرويي قانون دوم نيوتن در حل مسائلكا

استفاده از تعادل   رسم دياگرام آزاد ذره و  
و موث هاي و ني ام ديناميكيدياگ دياگرام نيرو هاي موثر و
معادل قرادادن دو دياگرام
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Equations of Motion تزين كا مختصات سيستم د كت ح Equations of Motion(Rectangular Components)معادلات معادلات حركت در سيستم مختصات كارتزين

http://omrandl.ir


مثالمثال
دارد، قرار افقي سطح روي بر پوندي 200 بلوك يك  

 شتاب  بلوك كه كنيد تعيين طوري را P نيروي مقدار
طكاكضگثانذف1 شا جنبشياصطكاك ضريببگيرد،ثانيهمجذوربرفوت10

.باشد مي 0.25
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Equations of Motion n-tEquations of Motion(Tangential & Normal Components)معادلات حركت در سيستم مختصات  م ي ر ر

  هايدياگرامدادنقرارمعادلاز
:داريم موثر و خارجي نيروهاي
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مثالال
ثابت سرعت با افق ي صفحه در گرم 450 جرم به اي گلوله  

لاگاگا4 اط باشد،متر1.8نخطول اگراست،گردشدرثانيهدرمتر4
:آوريد بدست را نخ كشش نيروي و تتا ي زاويه

 از استفاده با و نداريم شتاب قائم راستاي در اينكه به توجه با
:داريم n-t سيستم روابط
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Equations of Motion Equations of Motion(Polar Components)معادلات حركت در سيستم مختصات قطبي بي م ي ر ر

مختصاتدركهروشيهمانبه
n-t معادل از شد، داده نشان 
نيروهايهايدياگرامدادنقرار نيروهايهايدياگرامدادنقرار

:داريم موثر و خارجي
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مثالثال
0.5 ثابت اي زاويه سرعت با شكاري تفنگ يك ي لوله rad/s  

لككاشخشال كآا60gگل شل ميشليكآناز60gيگلوله يككهباشد،ميچرخشدرحال
  از خروج ي لحظه در  تفنگ به نسبت گلوله سرعت اگر .شود

600 تفنگ m/s ،افقي نيروي مقدار باشد P كه زماني تفنگ كه  
دآنبهسدمAينقطهبهگلوله يدبدستاكندموا :آو :آوريدبدستراكندميوارد آنبهرسدميAينقطهبهگلوله
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Dynamic Equilibrium ك دينا ادل دآلان(ت Dynamic Equilibrium (D’Alembert’s Principle))اصل )اصل دآلانبر(تعادل ديناميكي

لهاگmaند تندقان فهان ط يجملهاگرmaطرفبهرانيوتندوم قانوندر
:رسيم مي زير عبارت به كنيم، منتقل معادله چپ

نيروي اگر كه است آن بيانگر فوق عبارت –ma  را 
  يك كنيم، اضافه ذره بر موثر نيروهاي سيستم

لا شفاا .شودمينتيجه صفربامعادلبرداريسيستم
مختصات سيستم ديگر بياني در xyz ذره به كه 

ازكهناظريديداز گيريم،مينظردراستمتصل
درذرهنگرد،ميذره بهxyzمختصاتدستگاه
 ma– نيروي يك بايد بنابراين شود، مي ديده تعادل

.كنداثرآنبه
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مثال
جرمباسادهپاندوليكmطول به نخيتوسطrآويختهارابهيكاز

 شود، رها θ=0 در ارابه، نسبت سكون حال از گلوله اگر است، شده
:بيابيد تتا مختلف مقادير براي نخ كشش براي اي رابطه

 در ديناميكي تعادل حالت در را ذره اگر دآلامبر، اصل از استفاده با
 سيستم روابط از نخ طول بودن ثابت به توجه با بگيريم، نظر

قطا :شودمينتيجهقطبيمختصات
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Related & Constrained Motion حركات وابسته و مقيد

جرمبدونايميلهياكابلتوسطذرهچنديادوحركتكهباشدمحالاتوابسته،حركاتازمنظور  جرم بدون اي ميله يا كابل توسطذرهچنديادوحركتكهباشد مي حالاتيوابسته،حركاتازمنظور
.باشد وابسته هم به
سينتيكي روابط سپس آيد بدست ذرات بين )2 فصل( سينماتيكي روابط است لازم ابتدا موارد اين در  

.شود نوشته جداگانه طور به ذره هر براي

  پذير امكان خاصي جهات در تنها در ذره حركت ها آن در كه است حركاتي مقيد، حركات از منظور
ي  آن در ذره به نيرو شدن واردامكانمعنيبهراستايكدر قيدوجودداشتتوجهبايداست، رنيبريريوجووجب نرربيرونو

.راستاست
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ته واب كت ح مثال حركت وابستهمثال
سكون حال از شكل، در شده داده نشان بلوك دو 

وع كتبهش وA=100Kgاگكنندمح  وA=100Kgاگر كنند،ميحركتبهشروع
B=300Kg باشند، اصطكاك و جرم بدون ها قرقره و  

.آوريد بدست را نخ هر كشش و بلوك هر شتاب

:ابتدا استفاده از سينماتيك

: A B Cروابط سينتيك براي به ترتيب 
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مثال حركت مقيد
گرميصديمهرهBافقيشيارداخلدر DE50شعاعباcmميحركت ييهر رلرر يرعبيي

 سرعت ،˚θ=20 كه اي لحظه در و كنيم پوشي چشم اصطكاك از اگر كند،
 بدست باشند، مي 250rad/s2 و 15rad/s ترتيب به اي زاويه شتاب و

:آوريد
االفه)الف اانضش مهرهبروارد هاينيروعرضيوشعاعيهايمولفه)الف.
كمان كه نيروهايي از يك هر )ب DE بازوي و OB كنند مي وارد مهره به.

:داريم Oبا انتخاب سيستم مختصات قطبي به مركز 
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اكااقاا ك كمانكهداشتتوجه بايدبقسمتپاسخبراي
  مي خود طولي راستاي در حركت به مقيد را مهره
نيروآنبهشعاعي راستايدربايدبنابراينسازد ي
درحركتبهمقيد را مهرهبازوهمچنينكند،وارد

 راستاي در بنابرين سازد مي خود طول راستاي
:شودمواردنيرومهرهبهبازوبرعمود :شودمي واردنيرومهرهبهبازوبرعمود
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R l i M i Relative Motionك حركت نسبي
ثابت سرعت با كه ناظري ديدگاه از را ذره يك حركت اگر  

كت جع(انتقالح د)لختم ددا سمو اب دهق دهيم،قراربررسيمورددارد )لختمرجع(انتقاليحركت
.ماند خواهد برقرار نيوتن دوم قانون

دازذكتاگ تشتااكهناظد كتثا  حركتثابتشتابباكهناظريديدازذرهحركتاگر
 اصل بر بنا گيرد، قرار بررسي مورد دهد، مي انجام انتقالي
  ذره جرم ضرب حاصل معادل نيرويي بايست مي دآلامبر

سيستمبهناظرشتابخلافراستايدرناظر،شتابدر سيستمبهناظرشتابخلاف راستايدرناظر،شتابدر
  برقرار نيوتن دوم قانون تا كنيم اعمال ذره بر موثر نيروهاي

.بماند

در باشد داشته دوراني حركت كه مرجعي به نسبت حركت 
  مي بررسي )كوريلويس شتاب قسمت در( ششم فصل
.شود و
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مثال
ي نقطه از پوندي چهارهزار ون يك A ي نقطه به كرجي روي بر B سرعت با كرجي اگر .رود مي 

10ثا i/hشككالاخاشكال  به شروع كرجي به نسبتسكونحالازونخودرويوباشد حركتحالدر10mi/hrثابت
15 سرعت تا كند، حركت mi/hr ي نقطه در تا كند ترمز شتاب همان با و بگيرد شتاب B نسبت 

.كنيد محاسبه را كرجي و ون هاي تاير بين خالص نيروي شود، متوقف كرجي به

 قانون از و گيريم مي نظر در لخت مرجع يك عنوان به را آن كرجي، سرعت بودن ثابت به توجه با
:واحدهاتبديل ابتدا.كنيممياستفادهنيوتندوم نوم ولميو

ك ات ن از تفاده ا :با استفاده از سينماتيك:ا
:از قانون دوم نيوتن
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M ك ا Momentumا اندازه حركت

خطي حركت اياندازه زاويه حركت اندازه اندازه حركت خطي

اندازه تغييرات آهنگ

اندازه حركت زاويه اي

اندازه تغييرات آهنگ آهنگ تغييرات اندازه
حركت خطي

آهنگ تغييرات اندازه 
حركت زاويه اي

بقاي اندازه حركت اندازه بقاي اندازه حركت خطي
حركت زاويه اي 
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Linear Momentum of a Particle & Newton’s Second Law اندازه حركت خطي يك ذره و بيان ديگر
قانون دوم نيوتن

آنمعادلشتاب جايبهنيوتندومقانوندراگر
 توجه با شود، داده قرار سرعت تغييرات آهنگ يعني

:شودمينتيجه زيرعبارتجرم،بودنثابتبه ن رررمو ويز

بردارmvناميدهذرهخطي )مومنتوم(حركتاندازه ر ومرزر ريو
اندازهوبودهسرعت بردارباجهتهمكهشود،مي
 سرعت ي اندازه در جرم ضرب حاصل با برابر آن ي
.استذره ر

ذره يك بر موثر نيروهاي برآيند”:نيوتن خود بيان به 
 آن خطي حركت اندازه تغيير آهنگ با است برابر
ه ”ذ .ذره
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Conservation of خط حركت اندازه Conservation of Linear Momentumبقاي بقاي اندازه حركت خطي

حركت اندازه تغيرات نشود،واردذرهبهخارجينيرويزمانييبازهيكدراگر 
  مي ثابت بازه آن در ذره خطي حركت اندازه بنابراين بود خواهد صفر ذره آن

.مانداند

ته كتياندازهبودنپاي ايالزامجهتيكدح تهب دآنبودنپاي در آن بودن پايسته برايالزاميجهتيكدرحركتياندازهبودنپايسته  
.نيست ديگر جهات

ها آن بر موثر خارجي نيروي تنها كنند مي وارد هم به ذره دو كه نيرويي اگر  
  ي قرينه هركدام حركتاندازهتغييراتنيوتن،سومقانونبنابرآنگاهباشد،

.ماند خواهد باقيثابتمجموعهحركتاندازه بنابراينبود،خواهدديگري
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مثالال
600سرعتبا گرميپنجاهيگلولهيكm/sمركزبه 

 قبلاگر.چسبدميآنبهو كردهبرخورد4Kgبلوكيك
  افقي سطح يك روي سرخوردن حال در بلوك  برخورد از
عتبااصطكاكبدونو نشانجهتدو12m/sس   نشانجهتدرو12m/s سرعتبااصطكاكبدونو

  را مجموعه نهايي سرعت بردار باشد، بوده شده داده
:بيابيد
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Ang lar Moment m ك اي ه زا كت ح Angular Momentum of a Particleاندازه اندازه حركت زاويه اي يك
ذره

ميگفتهايزاويهحركتاندازه خطي،حركتاندازهبردارگشتاوربه
.شود

اندازهومكانبرداردوباكهاي صفحهبرايزاويهحركتاندازهبردار
 مي بردار اين ي اندازه .است عمود شود، مي مشخص خطي حركت
.آيد بدست راست دست ي قاعده از آن جهت و زير ي رابطه از تواند

داريم بردارها قواعد از استفاده با:

يكصورتبهايزاويهحركت اندازهباشد،ايصفحهحركتاگر ورزرر ورز
.آيدميدراسكالر
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Angular Momentum in term of Radial  & مختصات در اي زاويه حركت gاندازه Transverse Components& Rate of Change of Angular Momentum اندازه حركت زاويه اي در مختصات
قطبي و آهنگ تغيير آن

نيززيريرابطه از ايزاويهمومنتومياندازه
:آيد مي بدست

آهنگ برداري، مشتق قوانين از استفاده با  
زيرشكلبهاي زاويهحركتاندازهتغييرات
:شودمينتيجه
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مثالال
مركزگراي نيروي تاثير تحت اي ذره F روي بر 

سرعتباAينقطهازOAايدايرهنيممسير
 .كند مي حركت OA بر عمود v0 ي اوليه

وريبيرزررررر .آوريدبدستمسير ازنقطههردرراذرهسرعت
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Conservation of Angular Momentum(Motion under Central Force) بقاي اندازه حركت زاويه اي
)حركت تحت نيروي مركزي(

بقاي اندازه ي حركت:

اندازه حركت زاويه اي در واحد جرم:

سطحي كه جاروب مي شود(سرعت سطحي:( ي ور ي روب ج ي
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مثالثال
مقابل شكل در شده داده نشان گرمي سيصد ي طوقه  

بهطوقهكند،حركت افقييميلهرويآزادانهتواندمي
دراگر.استشده بستهAموقعيتدرنخييوسيله
  ثانيه بر راديان 12 ميله اي زاويه سرعت كه اي لحظه
  فنر سختي( :بيابيد را زير موارد شود، پاره نخ باشد مي

5N/ل اط )ل75فآ 5N/m75فنرآزادطولcmجرمبدون ميلهو(
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مثالثال
به 1 وضعيت از تا كشيم مي بالا آهستگي به را طناب 

وL2وL1هاي پارامتربينارتباطبرسيم،2وضعيت ي يمو ببر ربينر ر وويپ
θ1 و θ2 باشد؟ مي چگونه

http://omrandl.ir


ا گ Newton’s Law of Gravitationقا قانون گرانش نيوتن

هايجرمبهذرهدواگرm وMيفاصلهدرrاز
 F-و F نيروي با را يكديگر باشند، داشته قرار يكديگر
وذرهدوبينواصلخطآنجهتكهكنندميجذب وذرهدوبينواصلخط آنجهتكهكنندميجذب
:آيد مي بدست زير ي رابطه از آن ي اندازه
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Principle of Impulse اصل تكانه 

فوق عبارت در انتگرالي ي جمله به 
يي  واحدكهشودميگفتهخطييتكانه
.باشدميKg.m/sوN.sآن

:براي يك ذره

ه ذ چند ت :براي سيستم چند ذره:اي
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Impulsive Motion حركت ضربه اي
كوتاه زماني ي بازه يك در كه نيرويي 

كافقكاذك كافيقدر بهوكنداثرذرهيكروي
 در اي ملاحظه قابل تغيير كه باشد بزرگ
 ضربه نيروي كند، ايجاد ذره حركت اندازه

كتهاي لح كتحا هح ايض ايضربه حركتحاصلحركتبهواي
.شود مي گفته

نيرو تمام از توان مي مقابل ي رابطه در 
هغهاي يزنثلايض ن نيروي و وزنمثلايضربهغيرهاي

 بودن كوتاه علت به( كرد نظر فنرصرف
 كوچكي بسيار ي تكانه زماني، ي بازه
)كنندميوارد )كنندميوارد

غير نيروهاي براي فوق ي رابطه از اگر 
 از توان نمي ديگر شود استفاده اي ضربه
.كردنظرصرفوفنروزننيروي روزنيروي رررو
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ل1مثال
زند مي ضربه انسي 4 توپ به خود راكت با تنيسور يك. 

50 سرعت با برخورد از قبل ي لحظه در توپ ft/s در 
آنسرعتبرخوردازپسوبودهخودحركتاوجينقطه  آنسرعتبرخوردازپس و بودهخودحركتاوجينقطه

70 ft/s  سازد، مي درجه 15 ي زاويه افق با و شود مي 
 كه نيرويي جهت و اندازه بكشد، طول 0.02s برخورد اگر

انس16هر(.آوريدبدست راكندميواردتوپبهراكت روپبر سروريبريو
)استپونديك

ف گ ظ :با در نظر گرفتن وزنا

:بدون در نظر گرفتن وزن
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2مثال2ثال
A و B 4 دو هرKg كيلوگرمي هشت سيلندر باشند، مي C، حالي در 

.شودميدادهقرارA رويآراميبهاندتعادلدرBوAكه
بلوك سرعت )الف B 0.8 از پس راs آوريد بدست.
سيلندر طرف از شده اعمال نيروي )ب C بلوك به A آوريد بدست را.

تواننمبنابريننداريمايضربهنيرويمسئلهايندركهكردتوجهبايدابتدا تواننميبنابريننداريمايضربه نيرويمسئلهايندركهكردتوجهبايدابتدا
  .كرد نظر صرف وزن نيروي از
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I t Impactخ برخورد
مايل مركزي : برخورد مركزي مايل:برخورد

سرعت دو ذره روي خط برخورد 
نباشد

زيبرخورد مركزي ر ور بر
سرعت دو ذره : مستقيم

روي خط برخورد باشد

:مركزيبرخورد ور زيبر ر
مراكز دو ذره روي خط  

برخورد

برخورد
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Direct Central Impact برخورد مستقيم مركزي

اگر سرعت هاي دو ذره بر خط برخورد منطبق باشند، برخورد مستقيم خواهد بود.
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Restitution Factor داد است يب Restitution Factorض ضريب استرداد
  اگر سرعت دو ذره را، زماني بيشترين تغيير شكل را دارند و سرعت هايشان برابر شده

:نشان دهيم، داريمuاست با ريمب يم ن

:به همين ترتيب
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حالات خاص
 Perfectly Plastic Impactپلاستيك كامل1)

(PPI)

كامل2) ك Perfectlyالاست Plastic Impact  Perfectly Plastic Impactالاستيك كامل2)
(PEI)
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مثالمثال
بلوك A 5 سرعت باm/s بلوك به B است تعادل حال در كه 

  موقعيت باشد، الاستيك كاملا برخورد اگر .كند مي برخورد
  :بيابيد را وزنه دو نهايي

80 / 0 3 1 5 K )K=80N/m , μk=0.3 , mA =mB=1.5 Kg(

وللحظه ي برخورد اول ور بر ي

قف ت تا خ ظ ل Bا Bاز لحظه ي برخورد تا توقف

دد كت دBاز د خ تا تا برخورد دومBاز حركت مجدد

د د خ ظه لحظه ي برخورد دومل
Aاز برخورد دوم تا توقف 
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Oblique Central Impact برخورد مركزي مايل

اگر سرعت دو ذره روي خط برخورد نباشد، برخورد مايل خواهد بود.

مجهولات:

معادلات:
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مثالثال
3 ي اوليه سرعت با شكل، مطابق توپيm/s ديوار به  

ااثاكخ :بيابيدراتوپي ثانويهتعسركند،ميبرخورد
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)برخورد مقيد(مثال
بلوكAروياصطكاك بدونحركتبهمقيد

درآزادانهتواند مي Bگويواستافقيسطح
 و سرعت و A بلوك سرعت كند، حركت صفحه
:بيابيدبرخوردازپسراBگويحركتجهت :بيابيدبرخورد از پسراBگويحركتجهت
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سه مجهول داريم، بنابراين به سه معادله ي مستقل نياز داريم:

xبقاي اندازه حركت در راستاي 

فرض بدون اصطكاك بدون سطوح تماس

رابطه ي ضريب استرداد
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مثالمثال
گوي B ناكشسان كابل توسط BC مشابه گوي .است شده آويخته A 

  با .كند مي برخورد B گوي به v0 سرعت با و شود مي رها كابل با مماس
ض طكاكناف كا گاخالا   گويهرهايسرعتبرخورد،بودن الاستيكواصطكاكبودنناچيزفرض

.آوريد بدست برخورد از پس را
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Work and Energ ژي ان كا هاي Work and Energy Methodsش روش هاي كار و انرژي

تعريف كار•
جنش•كار نيروي فنر• زي ان

اصل كار و انرژي
انرزي پتانسيل گرانشي•
كشساني• پتانسيل تا•انرژي پاي هاي ن

قانون بقاي انرژي

كار نيروي وزن•
كار نيروي جاذبه•

كار

انرژي پتانسيل كشسانيانرزي جنشي•

انرژي پتانسيل

نيروهاي پايستار•

يلر پ رژي
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ك Work of a Forceكا كار يك نيرو

برداربارانيروهابرآينداگرFجابجاييازايبهدهيم، نشان
:شود مي تعريف زير صورت به كار dr كوچك

n-tدر مختصات 

در مختصات كارتزين
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Work of the Force of Gravityكا كار نيروي وزن
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ف ط ال ا Work of the Force Exerted by a Springكا كار نيروي اعمال شده توسط فنر

اگر x2>x1 ،و است منفي شده انجام كار باشد 
.استمثبتباشدx2<x1وقتي
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Work of a Gravitational Force كار نيروي جاذبه

براي سطح زمين:
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ك Kinetic Energy of a ParticlePrinciple of Work & Energyا انرژي جنبشي يك ذره
اصل كار و انرژي

:جنبشي انرژي تعريف

:انرژي و كار اصل
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مثال
فنرمقابل،شكلمطابق)K=20 KN/m(دوتوسط

12 كابل، Cm و فنر ها، كابل( .است شده فشرده 
  مي فرض جرم بدون ها آن به متصل ي صفحه
4را فنربلوكبرخورد،ازپساگر)شوند Cmديگر

:است مطلوب سازد، فشرده
ديناميكي اصطكاك ضريب )الف.
اوليهينقطه از بازگشتدروقتيبلوكسرعت)ب

.گذرد مي
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مثالمثال
قراردادن با C=3 Kg، مي در حركت به سكون حالت از مجموعه 

  .شود مي جدا A از C ي وزنه ،90Cm مسافت طي از پس .آيد
ازقبليلحظههمچنينو C جداشدنيلحظهدرراAسرعت
.آوريد بدست زمين به برخورد
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ا Power and Efficiencyا توان و بازدهي
ان ز احد د شده انجام كا از ت ا ت ا ع ان :ت توان عبارت است از كار انجام شده در واحد زمان:

:يكاهاي توان

)راندمان(بازدهي ي ز نب ر
:  اگر بازدهي كلي يك سيستم متشكل از چند جز با بازدهي هاي جداگانه را بخواهيم
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لمثال
آسانسور D، 600lb يعني آن تعادل وزنه و داشته وزن C 

800lb دو در الكتريكي موتور توان است مطلوب .باشد مي  
حالت،

8 ثابت سرعت با آسانسور )الفft/s برود، بالا
8 اي لحظه سرعت با آسانسور )بft/s ي شونده تند شتاب و   

2 5ft/s2ودبالا ب 2.5ft/s2برودبالا.

سينماتيك
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Gravitational Potential انرژي پتانسيل گرانشيEnergy
كار منفي←افزايش انرژي پتانسيل←افزايش ارتفاع

:تعريف مي كنيم

فوق ي رابطه :شرط رابطه ي فوق:شرط

:در صورتي كه فاصله ها نسبت به ابعاد زمين قابل توجه باشند

يم:تعريف مي كنيم ي ري
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Elastic Potential كشساني پتانسيل Elastic Potential Energyانرژي انرژي پتانسيل كشساني

كار منفي نيروي فنر←افزايش انرژي پتانسيل ← افزايش طول فنر

:تعريف مي كنيم
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Conservative Forces نيرو هاي پايستار
پايستار باشد Fاگر 

:براي يك نيروي پايستار دو بعدي، بايد

:براي سه بعدي، علاوه بر رابطه ي فوق بايد
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مثالثال
انجام كار و كنيد بررسي را زير نيروهاي از يك هر پايستاري  

محاسبهABCDAيبسته مسيردررايكهرتوسطشده ررررو
.نماييد

نيروي ناپايستار
نيروي پايستار
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La of Conser ation ژ ان قا Law of Conservation of Energyقان قانون بقاي انرژي

اصل كار و انرژي
نيرو هاي پايستار اگر نيروها پايستار باشند

اگر نيروها پايستار نباشند
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1مثال1ثال
ي طوقه A 10 جرم بهKg فنري به شكل مطابق  

آزادطولاست، شدهمتصل500N/mسختيبا
سكونحال از طوقهاگر.باشدمي10Cmفنر
  خواهد چقدر B موقعيت در آن سرعت شود، رها
).شود مي نظر صرف اصطكاك از( بود؟
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2مثال2مثال
50 ي اوليه كشش با كشش يك B و A ي نقطه دو بين• N بسته 

 100gr سنگ قطعه يك 300N  نيروي يك اعمال با است، شده
ااگكلااقا رهاسپسوداريممينگهشكل درشدهدادهنشانموقعيتدررا

 چقدر سرعتش گذرد مي C ي نقطه از سنگ وقتي كنيم، مي
است؟
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Chapter Review Chapter Reviewمرور فصل  ل رور
اندازه حركت خطي و بيان ديگر قانون •

دوم نيوتن
ا ا ك ا ا

بيان نيرويي قانون دوم نيوتن•
تعادل ديناميكي يا اصل دآلانبر•
مختصات• هاي تم س د وتن ن دوم قانون د ب كا اندازه حكت زاويه اي•

تكانه و نيروهاي ضربه اي•
كاربرد قانون دوم نيوتن در سيستم هاي مختصات•

حركت وابسته و مقيد•
حركت نسبي• نيرو، جرم و اندازه حركت

شتاب و تكانه

روش هاي برخورد
كار و انرژي

برخورد مركزي مستقيم•
برخورد مركزي مايل•

اصل كار و انرژي•
انرژي هاي  پتانسيل•

رژي و ر

قانون بقاي انرژي•
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4فصل 

تعميم يافته
ي قانون دوم

نيوتن
كار و انرژيمركز جرموتكانه)اندازه حركت(مومنتم

كاصل تكانه و ا اا بقاي اندازه  
حركت

و ل
اندازه ي  

حركت براي 
سيستم ذرات

اندازه حركت
زاويه اي حول  

مركز جرم

انرژي  
جنبشي  

سيستم ذرات

اصل كار و 
انرژي

رات م ي
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Generalized Newton’s نيوتن دوم قانون ي يافته Generalized Newtonتعميم s Second Law تعميم يافته ي قانون دوم نيوتن

ياگ فازكهن هط هبهjيذ دiيذ دما يfبااش ن ي ذرهطرفازكهنيرويياگرjيذرهبهiبا را شود ميوارد fij ونيروي 
  قانون از استفاده با دهيم، نشان Fi با را شود مي وارد i ي ذره به كه خارجي

:داريمنيوتندوم

خا ها ن ند آ
نيروهاي موثر

I

برآيند نيروهاي خارجي برآيند نيروهاي داخلي

II

بنابر قانون سوم نيوتن:

0 0

III
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Linear and Angular Momentum اندازه حركت خطي و زاويه اي درgof a System of Particles ر ي وي ز و ي ر ز
سيستم ذرات

اندازه حركت خطي و زاويه اي در سيستم ذرات:

0

برآيند لنگر خارجي روي كل سيستم
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Conservation of Momentum for بقاي اندازه حركت براي سيستم ذراتa System of Particles ر م ر ر ز

بقاي اندازه حركت براي سيستم ذرات :
اگر برآيند نيروها و لنگرهاي خارجي برابر صفر باشد: ب ر بر بر رجي ي ر و يرو ي بر ر
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مثال
به30سرعت باكهكيلوگرمي10جسم

ناگهانبوده، حركتحلدرافقيطور
  تقسيم A و B جسم دو به و شده منفجر

اگشودم  اگر.شودمي
. كنيد تعيين را تكه هر سرعت     
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مثال
20 جرم به اي خمپارهKgي نقطه از O اوليه سرعت با u=300 m/s عمودي صفحه در  

x-z در خود مسير اوج به خمپاره وقتي . شود مي شليك شكل مطابق شيبي امتداد در و 
A تركش سه به و شود مي منفجر رسد مي Pي نقطه , B , C بلافاصله . شود مي تقسيم 
رزپس ينقطهبهنسبت500mعموديامتداد درAتركشكهشودميمشاهدهانفجارازپس شويج يرر يببو

P تركش و رود مي بالا B افقي سرعت vB نقطه در سرانجام و دارد را Q آيد مي فرود. 
Aهاي تركش وقتي , B , C 5 ترتيب به ها آن جرم كنند مي پيدا را , 9 , 6 Kg است . 

 چشم جو مقاومت از( .انفجار از پس بلافاصله Cتركش سرعت ي محاسبه است مطلوب
).كنيدپوشي ي )يپو

:Pزمان لازم براي رسيدن خمپاره به نقطه ي 
:ارتفاع اوج خمپاره

:برابر است باAاندازه ي سرعت تركش
  مي ثابت كه آن افقي سرعت بنابراين .گردد باز زمين به تا خواهد مي فرصت B 24.5s تركش
:بااستبرابرماند
 خطي حركت اندازه , است آن تركش سه و خمپاره سيستم داخلي نيروي انفجار نيروي چون

:كند نمي تغيير انفجار حين در سيستم
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Principle of Impulse and Momentum ات ذ ت اي كت ح اندازه تكانه Principle of Impulse and Momentum for a System of Particlesاصل اصل تكانه واندازه حركت براي سيستم ذرات
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Motion of the Mass Center ذرات سيستم جرم مركز Motion of the Mass Center of a System of Particlesحركت حركت مركز جرم سيستم ذرات

با مشتق گيري 

با مشتق گيري مجدد 
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Angular Momentum of a اندازه حركت زاويه اي سيستم ذراتgSystem of Particles about It’s Mass Center حول مركز جرم

ا گا طGاگ ا ا اگر مركز دستگاه مختصاتGx’y’z’ را روي مركز جرم سيستم ذرات طوري تعريف كنيم كه
حركت انتقالي داشته باشد، مي توان نشان داد كه  Oxyzنسبت به دستگاه مختصات 

اگرچه اين دستگاه مختصات يك قاب نيوتني نيست ولي روابط پايه اي حركت در 
ت ا ادق آ اتد خت ت د ا ا دا اGاگ اد ن ا با نماد پرايم و’Gx’y’zاگر بردارها را درسيستم مختصات.مورد آن صادق است

:  نشان دهيم داريم Gاندازه حركت زاويه اي حول مركز جرم را با زيروند 

ثابت

ثابت

ا ف ا ك
,

مركز جرم در اين سيستم صفر است

,:  نتايج نهايي 
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Kinetic Energ of a ات ذ ت ش جن ژي Kinetic Energy of a System of Particlesان انرژي جنبشي سيستم ذرات

,

انرژي جنبشي مركز جرم جرمانرژي ذرات نسبت به مركز جرم ز ر ي ب ج رژي
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Work-Energy Principle انرژي و كار Work-Energy PrincipleConservation of Energy for a System of Particlesاصل اصل كار و انرژي
پايستگي انرژي براي سيستم ذرات

 را با   نيروهاي داخلي و خارجياگر كار انجام شده بر روي همه ي ذرات توسط
U يم2 دا م ده :نشان U1→2نشان دهيم داريم:

كار انجام شده توسط نيروهاي داخلي و خارجي

اگر همه ي نيروها پايستار باشند : 
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مثال
 دو نيم كره ي متصل به فنر در سطح بدون اصطكاك افقي قرار دارند  .

V 120j)ف ش ذخ ژ v)ان 8 m/s 30o V1=120j)و )انرژي ذخيره شده در فنرv0=8 m/s و=30o

پس از جدا شدن از يكديگر سرعت هر ذره چقدر خواهد شد ؟ 

پايستگي انرژي: 
I :در سيستم دو ذره

II

47o 16 7o47o 16.7o
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لمثال
سرعتباهاكرهV0ينقطهحولD طنابناگهان.اندگردشحال درCDپاره

:است مطلوب شوند كشيده مجددا باقيمانده طناب دو آنكه از پس . شود مي
)mA=mB=mC=m(

    Dيحلقهسرعت)الف
D حول A,B چرخش نسبي سرعت)ب

. شوند كشيده مجددا AD,BD هاي طناب وقتي سيستم ي شده تلف انرژي)ج

I

II

, ADپس از كشيده شدن طناب هاي  BD  :
III
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مثال
گلوله B جرم به mB طول به طنابي از l ارابه به طناب اين كه A جرم به mA آويزان است، متصل  

  به و بوده سكون حالت در ارابه .كند حركت اصطكاك بدون افقي مسير در آزادانه تواند مي ارابه .است
 : است مطلوب شود، مي داده v0 افقي اوليه سرعت گلوله

دارد قرار ارتفاع بالاترين در وقتي گلوله سرعت )الف .
تفاع)ب گلولهماكزيمم)h(ا (ارتفاع)بh(گلولهماكزيمم
)شود مي فرض                    (
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لمثال
كيلوگرمي 6 بلوك B كيلوگرمي 10 ي گوه روي لغزيدن به شروع سكون حال از A كه 

:است مطلوب شود، نظر صرف اصطكاك از اگر كند، مي دارد قرار افقي سطح يك روي
سرعت )الف B به نسبت A بياييد، پايين گوه دار شيب سطح روي متر يك آنكه از پس
(Aظا ل سرعت)بAلحظههماندر.

:براي بلوك 

گوه :براي :براي گوه
:با استفاده از سه رابطه ي فوق
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Chapter Re ie ل Chapter Reviewف مرور فصل

بقاي اندازه حركت•
اصل تكانه و اندازه ي •

حركت براي سيستم ذرات

تعميم يافته ي
قانون دوم 

نيوتن

اندازه (مومنتم 
وتكانه) حركت

مركز جرم كار و انرژي

انرژي جنبشي سيستم •
ذرات

ژ• ان كا ل ا

اندازه حركت زاويه اي  •
حول مركز جرم

جرم ز ر رژي و ر

اصل كار و انرژي•
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ل 5ف 5فصل

معرفي انواع حركات 
صلب اجسام

حركت  
انتقال

دوران حول يك  
ثابت حركت صفحه ايمحو

حركت  
نسبت  
جع م به به مرجع  محور ثابتانتقالياجسام صلب
دوار

دوران 
ل

حركت 
سرعت كحركتحول

سرعت و 
ااآشتاب زاويه

انتقالي
حول
يك 
محور 
ثابت

ول
يك 
نقطه 
ي 
ثابت

ر
در 

حالت 
كلي

حركت
صفحه 

اي

ر
وشتاب 
مطلق

وي ز ب
اي بر  
حسب 
زمان

سرعت
نسبي

مركز آني
دوران

شتاب 
نسبي

شتاب 
كوريوليس
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Introduction to Various Types 
of Rigid‐Body Motion

انواع حركات اجسام صلبمعرفي

يحركت انتقالي ر
Translation

دوران حول محور

حركات
ور ول وران

ثابت
Rotation about 

Fixed Axis

حركت در حالت كلي
General Motion

اجسام صلب
حركت صفحه اي در

حالت كلي
General Plane 

Motion

حركت حول يك
نقطه ي ثابت

Motion about a 
Fixed Point MotionFixed Point
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Introduction to 
Translation

معرفي حركت انتقالي
Translation

حركت حركت آن به كند، حفظ را امتداش صلب، جسم درون راستي خط هر حركت ضمن در اگر  
.شودميگفتهانتقالي

كنند مي حركت موازي هاي مسير در صلب جسم ذرات ي همه ديگر، عبارتي به.
الخط مستقيم انتقالي حركت آن به باشند، موازي حركت مسيرهاي اين اگر )Rectilinear

Translation(قالكآاغ Curvilinear(الخطان Translation(الخط منحنيانتقاليحركتآنبهصورتاينغيردرو )Curvilinear
Translation( شود مي گفته.  
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 Introduction to Rotationا
about a Fixed Axis

معرفي دوران حول يك محور ثابت

ا ا ا ط ا ات ف ل ل تشك ات ذ كت ن ا   در اين نوع حركت، ذرات تشكيل دهنده ي جسم صلب در صفحاتي موازي، طي مسيرهاي دايره اي
.حول يك محور ثابت دوران مي كنند

 سرعت و شتاب صفرجسم صلب را قطع نمايد، ذراتي كه روي محور قرار مي گيرند،  محور دوراناگر 
.خواهند داشت و

شكل زير گوياي تفاوت حركت انتقالي منحني الخط و دوراني حول يك محور ثابت مي باشد  :
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Introduction to General حالت د اي صفحه كت ح ف  Introduction to Generalمع
Plane Motion

معرفي حركت صفحه اي در حالت
كلي

  به حركت صفحه ايي اطلاق مي شود كه در هيچ يك از دسته بندي هاي
اين از ك ت بلكه د، نگ ا ق ثابت محو يك حول ان دو و انتقال كت حركت انتقالي و دوراني حول يك محور ثابت قرار نگيرد، بلكه تركيبي از اين  ح

.دو باشد
دهد نشان ا كت ح ع ن اين از نه ن د زي :شكل شكل زير دو نمونه از اين نوع حركت را نشان مي دهد:
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Introduction to Introduction toف
1.Motion about  a Fixed Point &  

2.General Motion 

معرفي
حركت حول يك نقطه ي ثابت. 1

يحركت در حالت كلي.2 ر ر
يك به شده متصل صلب جسم بعدي سه حركت به ،ثابت ي نقطه يك حول حركت  

فرفرهيكحركتمانندشودمگفتهثابتينقطه فرفرهيكحركت مانند.شودميگفتهثابتينقطه

قرار قبلي ي دسته چهار در كه است حركتي هر ، كلي حالت در حركت از منظور  
.گيردنمي .گيردنمي

و ثابت ي نقطه يك حول دوران انتقالي، حركت نوع سه بررسي به ترم اين مباحث در  
.نماييمميبسنده كليحالتدرايصفحهحركت ييميبيرير
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Translation حركت انتقالي
يذرهدومكانبردارهاياگرAوBداريمبگيريم،نظردرراصلبجسماز: :داريم بگيريم،نظردرراصلبجسمازBو Aيذرهدومكانبردارهاياگر

BB A A

BB A B AA

r r V

V V V V V

 

     

  

    0

0

بردار جهت انتقالي حركت تعريف به توجه با rB/A ي اندازه همچنين ماند، مي ثابت 
كالABللآ

BB A B AAa a a a a
 

   
    0

.كند تغييرتواندنميصلبجسمبهB و Aبودنمتعلقعلتبهنيزآن
،و سرعت صلب، جسم ي دهنده تشكيل ذرات ي همه انتقالي، حركت در بنابراين  

انشتا ندك دا .دارنديكسانيشتاب
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Absolute Velocity & Acceleration  Absolute Velocity & Accelerationسرعت و شتاب مطلق
Rotation about  a Fixed Axis

ق ب و ر
دوران حول يك محور ثابت



sin

drv
dt
ds BPd dv r 



  




                        

sin

sin

v r
dt dt dt

v r

v r



 

 
  

k̂  
 تعريف سرعت زاويه اي

( )dv d r d dra r
dt dt dt dt

 
    

    
  

v r 
  
v r 

ˆ

( )

k  


     
تعريف شتاب زاويه اي

( )a r r       
atمولفه ي مماس شتاب  an شعاعي(مولفه ي نرمال(
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Absolute Velocity & Acceleration
(in Rotation of  a Representative slab)

سرعت و شتاب مطلق
)قاچ(در چرخش يك دال 

ك ك ا ا ثا ك ل ل ك ا  دوران يك جسم صلب حول يك محور ثابت را مي توان به صورت حركت يك
در اين صورت . دال در سيستم مختصات عمود بر محور دوران، تعريف كرد
ند ش اد ز ت ه طلق شتا عت ط :روابط سرعت و شتاب مطلق به صورت زير ساده مي شوند:ا

v k r v r     
  




2( )
t

n
aa

a k r r   



  



2 2
2

( )

 : بѧѧѧѧراي ذره
( )

t
dv d ra r
dt dt
v r

    


 2( )
na r

r r
    

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Equations Defining the Rotation of a 
Rigid Body about a Fixed Axis

معادلات حاكم بر چرخش جسم صلب حول يك
محور ثابت

d
dt


 

2

2

d d
dt dt
d d d d d



 


  

 
         

دوحالت خاص:


d d
d dt d


 



         

: سرعت زاويه اي ثابت :  1      
: شتاب زاويه اي ثابت:2     

0

2
0 0 0

1 ,  
2

t

t t t

 

 

  

        ب ي وي ز 0ب 0 0

2 2
0 0

2
2 ( )     
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مثالمثال
بار B ناكشسان كابل توسط قرقره حركت .است شده متصل دوبل ي قرقره يك به ناكشساني كابل توسط C اگر .شود مي كنترل 

:است مطلوب باشد، حركت در باشند، مي راست سمت به هردو كه 12in/s ي اوليه سرعت و 9in/s2 ثابت شتاب با C ي نقطه
ثانيه2درقرقرهكاملهايدورانتعداد)الف .ثانيه2درقرقرهكاملهايدورانتعداد)الف
ثانيه 2 گذشت از بعد بار جابجايي و سرعت )ب.
ي نقطه شتاب )ج D دارد قرار كوچكتر ي قرقره محيط برروي كه.

in in
0 0( ) ( ) 12D C

inv v
s

   2( ) 9D t C
ina a
s

  

0 0 0 0( ) 12 (3 ) 4D
in radv r in
s s

       2 2( ) 9 (3 ) 3D t
in rada r in
s s

      

rad rad rad rad

)الف

t=2 s 0 :براي 24 (3 )(2 ) 10 10rad rad rad radt s
s s s s

       

2 2
0 2

1 1(4 )(2 ) (3 )(2 ) 14 14
2 2

rad radt t s s rad rad
s s

         

تعداد دوران ها= 1(14 )( ) 2.23
2

revrad rev
rad



5))ب )(10 ) 50 50B B
rad in inv r in v
s s s

     

(5 )(14 ) 70 70    B By r in rad in y in upward    � �

)ج
2( ) 9D t C

ina a
s

  

t=0,0=4در rad/s
2 2

0 2 2( ) (3 )(4 ) 48 ( ) 48D n D D n
rad in ina r in a      درt 0  ,  0 4 rad/s 0 2 2( ) ( )( ) ( )D n D D ns s s

2 2

48tan 79.4
9

sin 79.4 48 48.8

o

o
D D

in ina a
s s

   

   79.4o
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General Plane Motion General Plane Motionحركت صفحه اي در حالت كلي ي ر ي ر
نماييد توجه زير هاي شكل به .گرفت نظر در دوران و انتقال از تركيبي صورت به توان مي را كلي حالت در اي صفحه حركت:

ي ذره دو كه گيريم مي نظر در را كوچكي جابجايي كلي حالت در A و B
تازا تهABق ناندABق جاا اجا  راجابجايياين .رساندميB2وA2موقعيتبهB1وA1موقعيتاز را

  دوران و B’1 و A2 به اوليه موقعيت از انتقال بخش دو از متشكل توان مي
 :گرفت نظر در B2 به B’1 از A2 حول
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Relative Velocity in Plane 
Motion

سرعت نسبي در حركت صفحه اي

ازاستفاده از ا
روابط برداري

مختلف هاي روش هاي مختلفروش
حل مسائل شامل  

سرعت نسبي
مشتق گيريگ

از معادلات 
سازگاري

مركز آني  
دوران ري ز
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Relative Velocity in Plane 
Motion

سرعت نسبي در حركت صفحه اي
)روابط برداري(

V V V 
  




BB A A
BB A A

BB
AA

V V V
V V k r

V k r

     
   

  
 

tanBB AV V V V V   
  

1 1
2 2 22 2

                  tan

( ) (1 tan )
cos

BB A B AA

B
A A B A A

V V V V V

V V V V V
l l l l






  

 
    
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مثال
ميلنگ AB 2000 ثابت اي زاويه سرعت باrpm زاويه سرعت .چرخد مي ساعت هاي عقربه جهت در 

آاVكBCا .آوريدبدسترا)Vc( پيستونحركتسرعتو)BC)ωBCاي

22000 209.4AB
rad

  
60 sec

(0.075)(209.4) 15.7

sin sin 40

AB

B AB
mv AB
s

   

sin sin 40 14
75 200

o
  

12.39
12.39sin 50 sin 76 sin 54

C B C B
C B

C B

mv v v v v rads
     
 

  


15.7

12.39sin 50 sin 76 sin 54 62
0.213.08

C B
BC

C B B C C

rads
m sBCv v v v
s

       
  

 
Cv


C Bv


Bv


Cv
50o

54o

76o
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Relative Velocity in Plane 
Motion

مثال سرعت نسبي در حركت صفحه اي
)مشتق گيري از روابط سازگاري(

الاضلاعمتساويمثلثيصفحهحركتABCسيلندرتوسط
0.3 ثابت سرعت با پيستون اگر .شود مي كنترل D هيدروليكي m/s  
θاككالا كك˚30 Bل وBغلتكمركزسرعت ˚θ=30برايكند،حركتبالاسمتبه

.آوريد بدست را CB ضلع اي زاويه سرعت

داريѧѧѧѧم : v 0.3 , y=bsin , x=bcosA
my   

يريѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧتق گѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧمش
2 2 2 10      v tan 0.3( ) 0.1732

3B A
y mx y b xx yy x y x v
x s

                   

م ري : v 0.3    ,  y bsin   , x bcosA y
s

 

3x s

0.3 2cos     ,   = = sec       1.732
0.2 3

Av rady b
b s

        
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Instantaneous Center of  Instantaneous Center ofمركز آني دوران در حركت صفحه اي
Rotation in Plane Motion

ي ر ر ن ور ي ز ر

روش هاي بدست آوردن مركز آني دوران

محل تقاطع خطوط عمود بر بردارهاي سرعت 
دو نقطه ي متمايز از جسم صلب

اگر خطوط عمود بر بردارهاي سرعت دو نقطه بر هم 
منطبق شوند، محل تقاطع اين خط با خطي كه انتهاي دو  

سازد تصل ه به ا عت س دا بردار سرعت را به هم متصل مي سازدب

.در دوران حول يك محور ثابت، مركز آني دوران همواره بر آن محور منطبق خواهد بود
.در صورتي كه مركز آني دوران در بينهايت قرار گيرد، دوران نداريم و حركت انتقالي مي باشد
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اال ك )تكرار(مثال
ميلنگAB2000ثابتايزاويهسرعتباrpmزاويهسرعت .چرخد ميساعتهايعقربهجهتدر  

.آوريدبدسترا)Vc( پيستونحركتسرعتو)BC)ωBCاي

C

253.4sin 50 sin 76 sin 54
211.1

OB mm
BC OB OC OC mm

    


15.7 62.0 0.211 62.0 13.08
0.253

B
BC C BC

v rad m mv OC
s s sOB

         
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مثالثال
دو طوقه يC وDبه صورت عمودي در طول ميله ي نشان داده شده ي و نوو ي ي ول ر ي و ور ب

:مطلوب است . است  C , 33 in/sسرعت طوقه . حركت مي كنند
ABسرعت زاويه اي عضو )الف

Dسرعت طوقه)ب

10 241 110 24tan 22.6        tan 36.9       90 ( ) 30.51 126.9
24 32

o o o o              

1 12.5sin sin sin 66 4CO B cm v rad    


1

1 1 11

4
16.516.5

C
BC sO B O C BC O CO C cm

       


1
5050                        1.25
40

B
B BC AB

vcm radv O B
s sAB

      
40s sAB

12 2
2

2

12.5
:
sin( ) sin sin(180 2 ) 31.5

O B cmO B O DOBBDO
O D cm

             

2
2

50 4            ( )( ) 31.5 4 126
12.5

B
BD D BD

v rad cmv O D
s sO B

        
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Relative Acceleration in  Relative Acceleration inشتاب نسبي در حركت صفحه اي
Plane Motion 

اي ت ر ر بي ب

مشتق گيري از 
گا ا لا ا

استفاده از روابط
ا برداريمعادلات سازگاري
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ا گاا ا ا ا گ )روش مشتق گيري از روابط سازگاري(مثال شتاب نسبي
الاضلاع متساوي مثلث ي صفحه حركت ABC هيدروليكي سيلندر توسط D 

0.3ثابتسرعتباپيستوناگر.شودميكنترل m/sكند،حركتبالاسمتبه 
.آوريد بدست را CB ضلع اي زاويه شتاب و B غلتك مركز شتاب ˚θ=30 براي

يريѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧتق گѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧمش
1y m

داريѧѧѧѧم : v 0.3   ,  a 0  ,  y=bsin   , x=bcosA A
my y
s

     


2 2 2 10      v tan 0.3( ) 0.1732

3B A
y mx y b xx yy x y x v
x s

                   

22 مشѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧتق گѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧيري2
2 2 30 0     secA

B
vx y yxx yy xx x yy y x y a x
b


              

 
        

x x b
2 3

2

2(0.3) ( )
3 0.693

0.2B
ma
s

    

0.3 2cos     ,   = = sec       1.732
0.2 3

Av rady b
b s

        

0.2 s

2 22 2
2 2

2 2 2

(0.3) 2 1sec tan sec tan ( ) 1.732
(0.2) 3 3

A Av v rad
b b s
          
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l l ا ف ك ا  Relative Acceleration inش
Plane Motion 

شتاب نسبي در حركت صفحه اي
)روابط برداري(

2ˆ( ) ( ) ( ) k   

B A B Aa a a 
  

2( ) ( ) ( )B B t B n B B
A A A A A

a a a k r r     
   

2ˆa a k r r   
  

B A B B
A A

a a k r r   
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1ثال 1مثال
ي ميله AB آن انتهاي دو كه بگيريد نظر در را
ته ديافقهايدت انندع ت   توانندميعموديوافقيمسيرهايدرترتيببه 

  ، A شتاب و سرعت دانستن فرض با .كنند حركت
:آوريد بدست را ميله اي زاويه شتاب و Bشتاب

 

بايد توجه داشت كه قبل از حل مسئله تنها مي توانيم راستاي شتاب
را تعيين كنيم، بنابراينAنسبت بهBو شتاب مماسيBمطلق  يق ب بو ينب بر ب يم يين ر

چهار حالت نشان داده شده در شكل مي توانند رخ دهند، كه در  
.اكتفا مي كنيم aاين جا به بيان روابط هندسي بين بردارها در حالت 

2x Direction :  0 a sin cos

B A B
A

A

a a a

l l 

 

    

  

2y Direction :  -a 0 cos sinB l l     
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2مثال
گ 2000rpmثااااABل ميلنگAB2000ثابتايزاويهسرعتباrpmجهتدر

  شده، داده نشان وضعيت براي .چرخد مي ساعت هاي عقربه
.آوريدبدسترا)AD(پيستون حركتشتابو)BD)BDايزاويهشتاب ويب ونربو)BD(يز وريبر)D(پي

: داريم , است                              برابر و ثابت AB اي زاويه سرعت چون                       2000 209.4AB
radrpm
s

  0AB 

ˆ ˆ ˆ ˆ75cos 40 75sin 40 57.45 48.21Bv i j i j   


2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ200cos14 200sin14 194.1 48.21

ˆ ˆ ˆ                (2 7.4) 2519.32 2113.93

B

D
B

D B D B AB B AB B B
B

r i j i j

a a a a k r r r i j

   

           



      

B
02 3ˆ ˆ ˆ( ) (48.21 194.1 62 ) 10D BC D BD D BD BD D

B B B B
a k r r i j r           
   

ˆ ˆ( 3265.3 0.04821 ) ( 1928.61 0.1941 )D BD BDa i j       


   : پس است شده محدود قائم راستاي درِ  حركت كه شده ذكر چون
( ) ( )D BD BD j

( ) 0D ya 

21928.61 0.1941 0 9936BD BD
rad

       2

23265.3 0.048(9936) 2786

BD BD

D

s
ma
s

    

http://omrandl.ir


Rate of Change of a Vector withيك به ت ن دا ب يك ات تغ  Rate of Change of a Vector withآهنگ
Respect to a Rotating Frame

آهنگ تغييرات يك بردار نسبت به يك
مرجع دوار

مكان دا ب لختrاگ جع م دو د دواOXYZا جع م ايOو زاويه عت س با دωكه خد چ م اگر بردار مكانr را در دو مرجع لختOXYZو مرجع دوارOxyz كه با سرعت زاويه ايω   مي چرخد در
:نظر بگيريم، داريم

ˆˆ ˆ
x y zr r i r j r k  



ˆˆ ˆ( )
xyz

x y z

O x y z

j

d r r i r j r k
dt

  


  

( )

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( )
XYZO x y z x y z

d r

d r r i r j r k r i r j r k
dt



     
 



    
 

 و به طور كلي به عنوان يك قضيه ي رياضي براي هر متغير برداري مثلP داريم:

( )Oxyzr
dt

بردار مكان، بردار سرعت، بردار شتاب، بردار(توجه شود كه در قضيه ي فوق هر نوع بردار فيزيكي
) مطلѧѧق )d P

dt



) محلѧѧѧي )d P P

dt


 

ي يزي ار بر وع ر وق ي ي ر و ار(وج بر ب، ار بر ت، ر ار بر ن، م ار بر
.شود Pمي تواند جايگزين بردار ...) سرعت زاويه اي و
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Pl M i f P i l ذ ك ا ف ل(ك  Plane Motion of a Particle)ا
Relative to a Rotating Frame. 

CORIOLIS Acceleration

)از جسم صلب(حركت صفحه اي يك ذره
.  نسبت به مرجع دوار
كوريوليس CORIOLIS Accelerationشتاب شتاب كوريوليس

( ) ( )d d    ( ) ( )
XY xyP O O

P rel

v r r r
dt dt

v v r
d d d

  

 

   

  



( ) ( ) ( ) [ ]

( ) 2

xy xy xy xyP P O O O O

P rel rel

d d da v r r r r r r r
dt dt dt

a r r v a

        

      
 

              

       
 

2
C

r ar





 

از منظور vrel و arel شتاب و سرعت فوق روابط در P باشد مي دوار مرجع در.
بوطمسائلحل اندوهوبودهمتصلهمبهيلياشياوپينتوسطكهاعضايشتاببهم مدو   ميدوراندو هر و بوده متصلهمبهريلياشياروپينتوسط كهاعضاييشتاببهمربوطمسائلحل

.نيست پذير امكان كوريوليس شتاب گرفتن نظر در بدون كنند،
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1مثال 
در لحظه اي كه

: رابدست آوريدAسرعت و شتاب مطلق
2 26   ,  r=5   ,  r=81   ,  =10   ,  =4cm cm rad radr cm

s s s s
    

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ4 6 5 24 5 24.5P rel P
cmv r v k i i j i v
s

         
 

2

ˆ ˆ96 60 ˆ40

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 16 6 10 6 2(4 5 ) 81 15 20

25

P rel rel
i j j

a r r v a i k i k i i i j

cm
 

                
     

  

225Pa
s

 
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2مثال 2مثال
 پينA  ميله ي لولاييAC  به حركت در شيار چرخان ميله يOD  

است اي.مقيد زاويه درODسرعت و ساعتگرد با است 2برابر rad
  برابر است با            ساعتگرد و درODسرعت زاويه اي.مقيد است
در وضعيتي مطابق شكل. فاصله اي از حركت كه با آن سروكار داريم ثابت است 

نسبت به شيار چرخانAو سرعت Aسرعت پين ,افقي استACكه             و

2
s

 

45o 

. را تعيين كنيد  ODميله ي 

ODا:                      
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 225 2 450 2A rel rel relv r v k i v i j v i       

   
ODبراي:

عضو: همانACبراي بر’’yو’’xبا منطبق است’yو’xكه xكه منطبق بر yوxبا همانACبراي عضو: yو  .  است  

A ثابѧѧѧѧѧѧѧت نسѧѧѧѧѧѧѧبت بѧѧѧѧѧѧѧه 

225 2 225 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ( )) ( )
2 2A CA CA rel CA A AC

AC
v r v k i j v i j            

  0

ا ق ا ا ا ا لف : حال مولفه هاي        را با هم برابر قرار مي دهيم ال Av225 2
42

225 2 450 2450 2

rel A C
A C

radv
s

v


       

   450 2450 2
2

ˆ ˆ450 2 450 2             900

relA C

A A

v

mv i j v
s

     

    
 
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3ثال 3مثال  در مسئله ي اسلايد قبلي شتاب مطلقA  و شتاب نسبي پينA 

:را بدست آوريد   ODنسبت به ميله ي  

ODعضو : 2 ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 4 225 2 2( 2 450 2 )A OD OD OD rel rel rela r r v a i i k i a i               
     0

ˆ ˆ( 900 2) 1800 2
O O O el el el

rela i j  

ACعضو : 2 225 2 225 2 225 2ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 ( ) ( ( ) 16( )
2 2 2A AC CA CA AC rel rel ACa r r v a i k i j i j                

     
و

2 2 2
2 2ˆ ˆ(225 3600) ( 225 3600 )

2 2AC ACi j       


2

2 2

2 32900 2 (225 3600)
2 ˆ ˆ7637 2546     8050

2 891800 2 ( 3600)

ACrel AC

A A

l

rada m ms a i j a
m s sa

            
      


 



63.4o

2891800 2 ( 3600)
2

relAC
a

s     
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Ch t R i ل Chapter Reviewف مرور فصل
سرعت وشتاب مطلق• انتقالي•
سرعت و شتاب زاويه اي•

بر حسب زمان
دوران حول يك محور•

ثابت
حركت صفحه اي•

ط ك ل ك حركت حول يك نقطه ي•
ثابت

در حالت كليحركت •

سرعت نسبي•
مركز آني دوران•
شتاب نسبي•

شتاب كوريوليس•
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Plane Kinetics of Rigid Bodies سينتيك صفحه اي اجسام صلب

6فصل 6فصل

برخوردتكانه و اندازه حركتروش هاي انرژيشتاب -نيرو

معادلات حاكم بر 
روش حل مسائل شامل حركت اجسام

ل حركات مقيدكت
اصل 
كار و

كار 
نيروها و 

ز

انرژي  
جنبشي 

ا ا
بقاي 

ژ اصل تكانه و اندازه حركتتوانان
برخورد 

غير 
زوجانرژيحركت جسم صلبصلب

نيرو ها
اجسام
صلب

انرژي

ا

مركزي

معادلات  
حركت 
صفحه 

اي

معادلات  
ممان 
ديگر

حركت 
انتقالي

دوران 
حول 
مركز 
جرم

حركت 
صفحه 
اي در 
حالت 

كل

چرخش
حول 

محوري  
خارج از 
مركز

حركت 
غلطشي

چرخش
حول 
محور 

خارج از 
مركز

اندازه 
حركت 
خطي

اندازه 
حركت 
زاويه اي

دوران
حول 
محور 

خارج از 
مركز زكليرم ر

جرم
ز ر
جرم

ز ر
جرم
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Equations of Motion for a  Equations of Motion for aمعادلات حركت براي يك جسم صلب
Rigid Body

ب م ج ي ي بر ر

:به طور كلي دو معادله ي برداري زير موجود است
F ma 
 

G:اندازه حركت زاويه اي براي جسم صلب GM H



 




� 

ريم:بنابراين براي حركت صفحه اي جسم صلب داريم ب م ج ي ر ي بر ين بر ب
xx

yy

F ma
F ma

F ma

   





 
 

  برآيند نيروها در دو راستاي افقي و قائم
y

G GM I M I



   




   برآيند لنگر نسبت به محور عمود بر سطح  
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Alternative Moment 
Equations

معادلات ديگر ممان

بنويسيم، جرم مركز جز به ديگري ي نقطه حول را ممان ي معادله بخواهيم اگر 
M:داشتخواهيم H  :داشتخواهيم

P GM H r ma

M I mad

   


  


 PM I mad  
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مثالمثال
در حال حركت است   10m/sبا سرعت  mكاميوني به جرم 

ها چرخ آن ي نتيجه در و ميكند ترمز راننده ناگهان كه ناگهان راننده ترمز ميكند و در نتيجه ي آن چرخ هاكه
قفل شده و روي زمين ليزي خورد پس از طي مسافت  

7.5mمي ايستد .

2 2 2
0 22 0 10 2 (7.5) 6.67 mv v a x a a

s
       �

1 2 1 2

1 2 1 2

( ) ( ) 0

( ) ( )
y ext y effective

x ext x effective k k

s
F F N N W N N W

F F F F ma N N ma

       

        

 
  µ µ

1 2
6.67( ) 0.68
9.81k k k k

aN N W ma mg
g

       µ µ µ µ

0 6N W
1 1 2( ) ( ) 4.6 4 1.ext effectiveM M W N     2

1

1 1

0.6
2

0.4
0.68 0.4 0.27k

N W
ma

N W
F N W W


  

   


µ

2 2 0.68 0.6 0.41kF N W W   µ
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Solution of Problems Involving 
the Motion of a Rigid Body 

روش حل مسائل شامل حركت جسم صلب

ل اا اق

ت
حل 

سينماتيكي

سيستمدودادنقرار معادل
 با موثر و خارجي هاي نيرو

تفاده كتادلاتازا ترسيمح
دياگرام 

آزاد

سينماتيكي 
روابط  (مسئله
)5فصل

حركتمعادلاتاز استفاده
صلب جسم

آزاد و
دياگرام 
ا ن

)5فصل

نيرو هاي  
موثر
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l قال ا Translationك حركت انتقالي
يلرورن جسمدرون راستي خطهرحركتضمندراگرشد، معرفي5فصلدركهطورهمان يررنررر مرونر

.شود ميگفتهانتقاليحركتحركت آن بهكند،حفظراامتداشصلب،
موازيهاي مسير درصلبجسمذراتيهمهانتقاليحركتدرديگر،عبارتيبه 

.كنندميحركت
بود خواهند صفر اي زاويه شتاب و سرعت گيرد، نمي صورت دوراني كه آنجايي از.



G

F ma

M I

 


   


 GM I 
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مثالثال
در وضعيت نشان داده شده   8kgبه جرم  ABCDصفحه ي 

ل كا ا ناگ ك ا ا شBHق آقط بدست آوريد.قطع مي شودBHقرار دارد كه ناگهان كابل
.BHشتاب صفحه بلافاصله پس از قطع كابل : 

( ) ( )t ext t effectiveF F 

2

cos30

cos30 8.5

t

t

mg ma
ma g
s



 

( ) ( ) sin 30 0

( ) ( )
n ext n effective AE DF

G ext G effective

s
F F F F W

M M

    


 
 

( )sin 30 25 ( )cos30 10 0
0.611 47.9 47.9  ( )

ff

AE DF DF AE

AE AE

F F F F
F W N F N T

      

   

 


 0.111 8.7DFF W W F     8.7  (C)DF N 
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Centroidal Rotation دوران حول محور مركز جرم
شتابكند، دوران گذرد،ميآنجرممركزازكه ثابتيمحورحولصلبجسماگر  

 :بنابراين بود، خواهد صفر جرم مركز
 0

G

F

M I

 


 


 GM I
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مثالثال
 12قرقره اي به وزنlb  8 ژيراسيونو شعاعin  به دو وزنه مطابق

ا ش ل كشكل ا ف كاكا اا محوري وجود ندارد اصكاكبا فرض اينكه.شكل متصل شده است
.  شتاب زاويه اي قرقره و شتاب هر يك از وزنه ها را تعيين كنيد 

0 6 5 10 0 8.33( )
10 6( )            ,                 ( )
12 12

G B B

A A B B

M W W lb

a r ft a r ft

       

         



12 12

2 2 2 2
2

12 8( ) 0.1656 . .
32.2 / 12

W lbI mk k ft lb ft s
g ft s

   

6 10 6 10( ) :     (10 )( ) (5 )( ) ( ) ( )
12 12 12 12

6 10 10 6 6 5 10 10

G G eff B B A AM M lb ft lb ft I m a ft m a ft       

2

6 10 10 6 6 5 10 10                                      10 5 0.1656
12 12 32.2 12 12 32.2 12 12

2.374   ( / )   (counterclockrad s

          

  

2

wise)
10a 2.374 1.978 (ft/s )A Ar     

2

a 2.374 1.978   (ft/s )
12
6a 2.374 1.187   (ft/s )

12

A A

B B

r

r

  

     
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General Plane Motion حركت صفحه اي در حالت كلي
نيير حركتازتركيبي صورتبهراايصفحهحركت هرتوانميكليحالتدر يبيوربريررو رزر

.گرفت نظر در جرم مركز حول دوران و انتقالي
نويوبينروعيصورب جرم،مركز حول دورانوكليحالتدوبينحركتنوعتشخيصمنظوربه زولور جرمر

  هاي نيرو اعمال اثر در صلب، جسم جرم مركز آيا كه كنيم بررسي كافيست
 .خيرياگيردميشتابخارجي
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مثالثال
 5كابلي دور يك صفحه ي همگن به شعاعm  15و جرمkg  پيچيده شده است  .

نيروي با بالا سمت به كابل يTاگر اندازه شود180Nبه كنيد.كشيده :تعيين : تعيين كنيد.كشيده شود180Nبه اندازه ي Tاگر كابل به سمت بالا با نيروي
شتاب مركز ديسك ) الف
شتاب زاويه اي صفحه  ) ب

ل كا ا شتاب كابل)ج

2

( ) 0 0

180 15 9.81( ) 2.19
15

x x x xeff

y y y yeff

F F ma a

T W mF F T W ma a
m s

    

  
        

 

 
2

2

15
1 2 2(180)( ) 48.0
2 15(0.5)

ff

G G eff

m s
T radM M Tr I r mr

mr s
m

       

  

 

2( ) ( ) 2.19 0.5(48) 26.2cord A t A t
G

ma a a a
s

      
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C t i d Pl د ق ا ه ف  Constrained Planeكت
Motion

حركت صفحه اي مقيد

كلاائلا كاا لكاشك 5ف در 5فصل در كه هاييروشكمكباسينماتيكي حلازپسمسائل،نوعايندر 
.كنيم مي استفاده سينتيكي معادلات از شد، معرفي نسبي شتاب قالب

اه نهن ادكهABلهن تهآانت دت تدكتهق يميلهنمونهعنوانبهABجهتدرحركت به مقيدترتيببهآنانتهاي دو كه  
 را آن اي زاويه شتاب و جرم مركز شتاب و گرفته نظر در باشند مي قائم و افقي

:كنيمميمحاسبه يميب

cos

B A B
A

A

a a a

a l 

 

 

  



sin

2

B

G A

a l
la a a

 

   
  

sin sin ( )2
( )

G Aa

x

la a f
l

       

β

( )
cos cos

2
y

A
a gla a 

    


β
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مثالثال
به طور آزادانه  10Kgبه وزن  1.2mدو انتهاي يك ميله ي 
كند كت اند ن(ت طكاكد ن)ا ك از كت حركت از سكون) .اصطكاكبدون(مي تواند حركت كند

شتاب زاويه اي براي ) الف: تعيين كنيد . آغاز مي شود 
ن BوAعكس العمل ها در)ب.لحظه ي نشان داده شده ر)بي ل وس

1 64 1.64sin 45 sin 60 sin 75
1.471.2

  ,   0.6

A

BA B

B A B A A G A
A A

a
aa a

a a a a l a a a a

 
      

         
      

2 2 2

ˆ ˆ1.64 0.6 cos 60   ,   1.34 0.52
ˆ ˆ1.34 0.52

1 1 (10)(1 2) 1 2

x ya a i j

a i j

I ml kg m

       

   





1 2I (10)(1.2) 1.2 .
12 12

I ml kg m   

2

1.2

( ) ( ) 0.52 1.2 (1.34

( ) ( ) cos 45 13 4(2 32) 44 1

G ext G effective

I

RadM M W
s

F F N N N

  

          

 

 
 


0.52 2.33

( ) ( ) cos 45 13.4(2.32) 44.1

( ) ( ) sin 45 54.8
x ext x effective B x B

y ext y effective A B y A

F F N ma N N

F F N N N m a N N
 

     

       
 
 
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ك ا خا ل Noncentroidal Rotationا دوران حول محوري خارج از مركز جرم

زير شكل به دوران محور حول ممان ي معادله از مقيد حركت از نوع اين در اين نوع از حركت مقيد از معادله ي ممان حول محور دوران به شكل زيردر
:استفاده مي شود

( ) ( )O O ff iM M 
2 2

( ) ( )

( ) ( )

O ext O effective

O effective O

M M

M I mOG I mOG I        

 

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مثالثال
 Bاگر پين . معلق است  A,Bاز دو پين  20Kgو جرم  6و عرض  8صفحه ي مستطيل شكلي به طول 
يد آو بدست ود ب ن ب از :ناگهان : ناگهان از بين برود بدست آوريد

شتاب زاويه اي صفحه) الف 
Bدرست در لحظه ي بعد از بين رفتن پينAالعمل در پينمولفه هاي عكس)ب نس نپ پ ن ن

.  پس              صفر مي شود. است         چون حركت از سكون آغاز مي شود در لحظه ي شروع حركت  0 2
na r 


2 2

( ) ( )

( ) )
G ext G effective

A
r

M M

Wx I m a r I mr I




           

 
mr

2 2 2 2 2
2 2

2

20 20(9.81)(0.1)( ) (0.2 0.15 ) 0.1042 . 47.08
12 12 0.1042 20(0.125)

(0.125)(47.08) 5.89

A

M Wx Rada b kg m
I s

Na r

          


    2

(20)(5.89) 117.7

( )x ext

s
ma N

F

 
3( ) (117.7) 706
5x effective xF A N       

4( ) ( ) (117.7) 102.0
5y ext y effective yF F A W N      
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Rolling Motion حركت غلطشي

ابتدا حركت غلطشي بدون لغزش را براي يك ديسك همگن در نظر مي گيريم  :
باشد( م ك دي كز م با م ج كز م بودن ق منط بودن همگن از )منظو )منظور از همگن بودن منطبق بودن مركز جرم با مركز ديسك مي باشد(
 اگر از رابطه ي مسافتي كه مركز ديسك طي يك دوران به اندازه يθ ي كند  م

داشت اه خ ي گ شتق با د با ي بگ نظ د :را در نظر بگيريم، با دوبار مشتق گيري خواهيم داشت:ا
 دو بѧѧѧѧѧѧار مشѧѧѧѧѧѧتق گѧѧѧѧѧѧيري

O Ox r a r   

حال اگر مركز جرم منطبق بر مركز هندسي ديسك نباشد:
O Ox r a r  

105416.18ب(2رابطه8جزوه(

( ) ( )

O G
O

a a a

a a a a

 

  

  

   

 
2

( ) ( )O G t G n
O O

OG OG

a a a a

 

  

http://omrandl.ir


f ll غلط ش ل ك ط  & Equation of Rollingا
Sliding Motion

روابط حركت لغزشي و غلطشي

Fغلطش بدون Na r  لغزش
اغلط آ

f sF Na r 
آستانه يغلطش در

fلغزش sF Na r 
fغلطش و لغزش kF Na r  زش و fش ka r 

,a independent
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بحث درباره ي حركت مطلق و نسبي نقطه ي تماس ديسك با زمين

.با توجه به اين كه لغزش نداريم، صفر است•
سرعت نسبت به نقطه ي مجاور  

كه بر روي زمين قرار دارد

از آنجايي كه سرعت زمين صفر مي باشد و سرعت نقطه ي تماس نسبت به زمين نيز صفر است نتيجه مي گيريم سرعت مطلق •
.نيز بايد صفر باشد سرعت مطلق

سرعت نسبي با انتخاب جهت مثبت به سمت جهت حركت معادل                       مي باشد، توجه شود كه مركز هندسي  •
.ساكن نيستديسك  سرعت نسبت به مركز ديسك

اش ف ا ط ا ا ا كه مجاور ي نقطه به نسبت .در راستاي موازي سطح برابر صفر مي باشد•شتاب
.در راستاي قائم به سطح برابر                        در جهت رو به مركز جرم است•

شتاب نسبت به نقطه ي مجاور كه
بر روي زمين قرار دارد

:با توجه به ساكن بودن زمين در هر دو راستاي قائم و موازي• طلق زيشتا و و م ي ر و ر ر ن ز ن و ن و
.در راستاي قائم به سطح برابر                       در جهت رو به مركز جرم است-.در راستاي موازي سطح برابر صفر مي باشد•

شتاب مطلق

:در راستاي موازي سطح• شتاب نسبت به مركز ديسك
در راستاي قائم بر سطح•

ي ز ر ب ب ب
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مثالال
 طنابي دور غلتك داخلي چرخي پيچيده شده است و چرخ را با نيروي

كشد200Nافق شكل ق اع50Kgخطا ش د دا جرم دارد و شعاع50Kgچرخ.مطابق شكل مي كشد200Nافقي
و  u(s)=0.20با توجه به اينكه . است  70mmآن  ژيراسيون

u(k)=0.15  شتاب نقطه يG و شتاب زاويه اي چرخ را تعيين كنيد  .
0.1a r   

2 2

2

(50)(0.07) 0.245
( ) : 200 0.04 (0.1)

8( . ) 50( )0.1( ) 0.1( ) 0.245( . ) 10.74

C C eff

I mk
M M ma I

N m kg m m kg m

  

    

      

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0.1 10.74 1.074
( ) : 200 50 1.074 146.3( )

( ) : 0

x x eff

g g
a r
F F F ma F N

F F N W N W

     

        

     

 
  50 9.81 490.5( )mg N   ( ) : 0y y eff

F F N W N W 
max max

50 9.81 490.5( )

0.2 490.5 98.1           (F>F )
0.15 490.5 73.6

( ) 200 73 6 50 2 53

s

k k

mg N

F N
F F N

mF F

 

   

    

 

µ
µ

2

2

( ) : 200 73.6 50 2.53

( ) : 73.6 0.1 200 0.06 0.245 18.94

x x eff

G G eff

mF F a a
s

radM M
s

     

        

 

 
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E M th d f Pl ف كت ا ژ ان ا  Energy Methods for Planeش
Motion of Rigid Bodies

روش هاي انرژي براي حركت صفحه
اي اجسام صلب

رژياصل كار و انرژي و ر ل

انرژي جنبشي اجسام صلب

بقاي انرژي
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Principle of Work ژي ان كا  Principle of Workاصل
and Energy

اصل كار و انرژي

انرژي جنبشي اوليه و ثانويه

T U T1 1 2 2T U T 
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ا ا  Work of Forces andكا
Couples

كار نيروها و زوج نيرو ها
p

كار نيرو هاي خارجي:
2 2

1 2 . cos
A S

U F dr F ds   
 

در حركت غلطشي بدون لغزش، كار نيروي اصطكاك صفر است زيرا نقطه تماس در لحظه ي اثر  : تذكر
.نيرو جابجايي ندارد

1 1
1 2 . cos

A S
U F dr F ds  

ر يي بج ج يرو

ج خا هاي و ني زوج :كار زوج نيرو هاي خارجي:كا

كار كلي  : كار ناشي از جابجايي + كار ناشي از چرخش                                                                           
2 2'

1 1
A

U F dr F dr F dr Fr d


    
     


1 1

2

1

1 11 2 2'

1 2

. . .
A

M
U F dr F dr F dr Fr d

U Md















  



 


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Kinetic Energy of a Rigid كت ح د صلب ام اج ش جن ژي  Kinetic Energy of a Rigidان
Body in Plane Motion

انرژي جنبشي اجسام صلب در حركت
صفحه اي

فاا افاا اگالاال كخ جرممركز مختصاتدستگاهدرصلبجسمازالمان هرسرعتتعريفازاستفادهبا 
:داريم
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مثالمثال
اين . از حالت سكون مطابق شكل رها مي شود rو  شعاع  mسيلندر نصفه اي به جرم 

: تعيين كنيد.سيلندر نصفه بدون لغزش  مي غلتد
.غلتيد 900سرعت زاويه اي بعد از اينكه سيلندر)الف
عكس العمل در سطح افقي در همان لحظه) ب
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ا ا  Noncentroidalل
Rotation

چرخش حول محور خارج از
Rotationمركز جرم جرم ز ر

با استفاده از رابطه ي بدست آمده براي انرژي جنبشي اجسام صلب داريم:
2 21 1

2 2
T mv I   

 همچنين اين رابطه را مي توان مستقيما از تعريف انرژي جنبشي براي تك تك
:المان هاي جسم صلب بدست آورد
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مثالمثال
 به شعاع  همگنيگويr  در گوشه يA   قرار دارد و به آن حركت

تيز استAبا فرض اينكه گوشه ي.داده مي شودساعتگرديكوچك يوچ ور يي و ي رض يزب
:بسيار بزرگ است تعيين كنيد  aيعني ضريب اصطكاك ايستايي در نقطه ي 

از دست مي دهد   Aرا با نقطه ي  تماسشاي را كه گوي چرخيده در لحظه اي كه از  Bزاويه ي ) الف     
ظ ل گ سرعت مركز گوي در لحظه ي مذكور  )ب

  




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Conservation of Energy بقاي انرژي

اگر نيرو ها پايستار باشند:
رژياصل كار و انرژي و ر ل
نيرو هاي پايستار

در حالت جامع تر وقتي نيرو ها پايستار نباشند:
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مثالثال
 ميله ي نازكAB  با طولl  و جرمm  را در نظر بگيريد كه از دو انتها به دو بلوك

افق ا ا ك ق ا ك ل اگ اش بدون جرم متصل مي باشد، اگر بلوك ها به ترتيب مقيد به حركت در راستاي افقي و ل
قائم باشند و ميله از حال ساكن و افقي رها شود، سرعت زاويه اي ميله را به صورت  

آوريد بدست زاويه از :تابعي از زاويه بدست آوريد:تابع

1 1

2 2 2 2 2 2
2

0, 0
1 1 1 1 1 1( ) ( )
2 2 2 2 2 12 6

T V
lT mv I m ml ml

 

       2

2

2 2 2 2 2 12 6

sin
2
lV Wy W    

1T V 2 2
1 2 2

1 30 0 sin sin
6 2

l gT V ml mg
l

          
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Power توان
مي كار زماني تغييرات آهنگ از است عبارت توان شد، معرفي 3 فصل در كه گونه همان 

:داريم كند،مياثرآنجرممركزبهFنيروي كهصلبيجسمبرايبنابراينباشد، ينب بر يب مبر زبيرويبيج ريميرنجرمر

چرخد،مي ،دورانش محورباموازيممانيتحتكهصلبيجسممورددرمشابهشكليبه 
.dUPower F v

dt
 

:داريم
dU MdPower M
dt dt


   

باراكنندمياثرجسمبركه نيروهاييبراينداگركلي،حالتدرRمركزحولها آن ممانو 
:داريم دهيم نشان M با را صلب جسم جرم

.P F v M  

( )

dU dT dV
dU dP T V T V
dt dt

  


     

21 1 1( . ) ( . . ) . ( ) .
2 2 2

dT dT mv v I m a v v a I ma v I Rv M
dt dt

              
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مثال
روجي يكوسيله ي آزمايشگاهي مقابل براي اندازه گيري توان خروجي يك وان  يري  دازه  بل براي ا ي م ي ي ي آزم و

وقتي توربين با سرعت . توربين كوچك مورد استفاده قرار مي گيرد
200rpm10كار مي كند اعدادlb 22وlb از روي دو فنر خوانده
.تواني كه توسط توربين ايجاد ميشود را بدست آوريد.مي شود


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1مثال مروري
0.75هر كدام از ميله هاي باريك مقابلm6طول وKgوزن دارند . بل ري ب ي ي ز م ور رgول وزن

:رها شود تعيين كنيد        اگر سيستم از حال سكون با 
وقتي   ABسرعت زاويه اي ميله ي ) الف 

D

60oβ

20oβ

در همان لحظهDسرعت نقطه ي)ب 
0.75( )      

2(0 75) i 20 0 513( )o

BC m

CD



2(0.75)sin 20 0.513( )

0.522( )

0.375 =0.75

o

AB B

CD m

EC m

v v

 



   � �

=( ) =0.75 =0.75

=( ) 0.522 =0.522

Position 1: 6 9 81 58 86( )

B BD BD BD

BD BD BD

v BC

v EC v

W N

     

   

  

�

1

Position 1: 6 9.81 58.86( )

            : 2

W N

Potential Energy V

  

 1

1

2 58.86 0.325 38.26( )

             :  0

Wy J

Kinetic Energy T

   


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1ادامه ي مثال مروري  روري ل ي
Position 2: 

2 2

2 2

           : 2 2 58.86 0.1283 15.10( )
             :  

1 1 6 0.75 0.281
12 12AB BD

Potential Energy V Wy J
Kinetic Energy

I I ml

    

    

2 2 2 2
2

2 2
2

12 12
1 1 1 1+
2 2 2 2

1 1 1= 6 (0.375 ) + 0.281 6

AB AB AB BD BD BDT mv I mv I

T

    

     2 21(0.522 ) 0.281  2 6 (0.375 ) + 0.281 6
2 2 2

T     

2
2

2
1 1 2 2

(0.522 ) 0.281
2

=1.520

 0+38.26=1.520 15.10 3.90

T

T V T V
d

  



      

3.90 ( )

( ) 0.513 3.90 2

AB

D D

rad clockwise
s

mv CD v
s

 

      
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2مثال مروري
چرخ دو از يك هر جرم شكل مطابق مكانيسم آن30Kgدر مركزواري چرخش شعاع هراست100mmو جرم جرم هر.است 100mmو شعاع چرخش مركزواري آن30Kgدر مكانيسمي مطابق شكل جرم هر يك از دو چرخ 

روي ميل  7Kgبه جرم  Bطوقه ي . است و مي توان آن را ميله ي باريك در نظر گرفت  10Kgبرابر  OBميله ي 
است و هنگامي كه ميله ها به  k=30kN/mسفتي فنر . لغزدمحور عمودي ثابت با اصطكاك قابل چشم پوشي مي 

رها مي شود   =45oطوقه از حالت سكون در وضعيت .وضعيت افقي برسند با سطح زيرين طوقه تماس پيدا مي كند ي پي س و زيرين ح ب بر ي ي يو و ر ون ز وو ي ر
:مطلوب است تعيين . و اصطكاك براي جلوگيري از لغزش چرخ ها كافي است 

.طوقه وقتي براي نخستين بار با فنر بر خورد مي كند  vBسرعت ) الف
(xفن ل ط تغ حداكث حداكثر تغيير طول فنر,x)ب

  .و حداكثر تغيير طول فنر تعريف مي كنيم  =0و   =45oرا به ترتيب در وضعيت هاي  3و2و1حالت هاي ) الف 

2 2 2 2 2 2
2 co

1 1 1 1[2( )] [ ] 10 (0.375) ( ) 7 6.83B
O rods llar B B

vT I mv v v      2 co[ ( )] [ ] ( . 7 ) ( ) 7 .
2 2 3 0.375 2O rods llar B B
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2ادامه ي مثال مروري  روري ل ي
:  به اندازه                       پايين مي آيد و در نتيجه  Bطوقه  0.375 0.265( )

2
m

2

1 2

2
1 1 1 2 2 2

0.2652(10)(9.81) 7(9.81)(0.265) 44.2( )       ,         0
2

0 44.2 0 6.83 0 2.54B B

V J V

mT V U T V v v

   

          

: پس. T3=0فنر همه ي قطعات به طور لحظه اي متوقف مي شوند و در نتيجه xدر وضعيت حداكثر تغيير طول

1 1 1 2 2 2 B B s

1 1 1 3 3 3

0 265 1
T V U T V

x
    

ول ر ر و رر و و ي و ور پس3ر

3 20.265 10 2(10)(9.81) 7(9.81)(0.265) 0 0 2(10)(9.81) 7(9.81) (30)(10 )
2 2 2

60.1

x x x

x mm

      


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ك ا ا  Momentum andا
Impulse Methods

روش هاي اندازه حركت و
Impulse Methodsتكانه

اندازه ط ا
اصل تكانه و اندازه  

حركت

روابط اندازه
حركت خطي و  
زاويه اي براي
جسم صلب

كتدوران حول محور ح اندازه قاي بقاي اندازه حركتخارج از مركز جرم
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P i i l f I l d ك ا ك ا ان تكان ل  Principle of Impulse andا
Momentum for the Plane 
Motion of a Rigid Body

اصل تكانه و اندازه حركت براي حركت
صفحه اي جسم صلب

Motion of a Rigid Body
بود خواهد زير صورت به حركت ي اندازه و تكانه اصل بگيريم، نظر در را ذرات سيستم اگر:

زير صورت به اي زاويه و خطي حركت اندازه بردار دو مجموع صورت به حركت اندازه فوق ي رابطه در  
:شود مي تعريف

 
i

n

m
L v dm 
 


�

شدخواهندسادهزيرصورتبهفوقروابطبگيريمنظردرراصفحهدرصلبجسميكحركتاگر:

1

1

i

i

m
i

n

G m
i

H r v dm







  




 


�

:شدخواهند ساده زيرصورتبهفوقروابطبگيريمنظردر را صفحهدرصلبجسميكحركتاگر

L mv 



 

GH I


 

http://omrandl.ir


Linear Momentum of a 
Rigid Body

اندازه حركت خطي جسم صلب
Rigid Body

حركت در صلب جسم يك خطي حركت اندازه براي حركت اندازه و تكانه اصل 
تبهايصفحه :آيدمدزيصو :آيد ميدرزيرصورتبهايصفحه


L mv

F L

 



 

 

2

ext

t

F L 






1

1 2ext
t

L F dt L  



  

1
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Angular Momentum of 
a Rigid Body

اندازه حركت زاويه اي جسم صلب
a Rigid Body

يك جرم مركز حول اي زاويه حركت اندازه براي حركت اندازه و تكانه اصل 
م كتدصلبج تبهايصفحهح :آيدمدزيصو :آيدميدرزيرصورتبهاي صفحهحركتدرصلبجسم



G GH I H I




   


  حركت صفحه اي

G G

t

M H 






2

1 2( ) ( )
t

G G GH M dt H

  



1t
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مثالمثال
 نيرويP  كه بر كابل پيچيده شده دور توپي مركزي چرخ متقارن وارد

افزايش ميابد كه در آن  P=1.5tمي شود به آهستگي و طبق رابطه ي 
Ptال ا ا ثا اPا Pبر حسب پوند وtزمان بر حسب ثانيه پس از اعمال نيرويPاست.

ثانيه پس از اعمال  10مطلوب است تعيين سرعت زاويه اي       چرخ 
كند و سرعت مركز آن در   غلتشچرخ به سمت چپ  هرگاه Pنيروي 

ي چرخباشد3ft/secبرابرt=0لحظه چرخش120lbوزن شعاع و

2

tلحظه ي و شعاع چرخش120lbوزن چرخ .باشد3ft/secبرابر0
.    بدون لغزش انجام مي دهد غلتشچرخ . است 10in مركزشآن حول 

2

1

10

1 2 20

120 120 18[( ) ( ) ] ( 3) (1.5 ) [ ]       (I)
32.2 32.2 12

t

x x x
t

G F dt G t F dt        
2

1

10
2 2

1 2 2
0

120 10 3 18 9 120 10[( ) ( ) ] ( ) ( ) [ (1.5 )] ( )         (II)1832.2 12 12 12 32.2 12
12

t

G G G
t

H M dt H F t dt        

( ),( )

2 3.13 (
I II rad cl

s
   )ockwise
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ا ا ل  Noncentroidalا
Rotation

دوران حول محوري خارج از
Rotationمركز جرم جرم ز ر

در صلب جسم يك اي زاويه حركت اندازه براي حركت اندازه و تكانه اصل  
ان جاينقطهحولدو كزازخا مم تبهج :آيدمدزيصو :آيد ميدرزيرصورتبهجرممركز ازخارجاينقطهحولدوران

 2( ) ( )O OH I mr r I mr I


       
 

2

O O

t

M H 








2

1
0 1 0 2( ) ( )

t

Ot
H M dt H 

 
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مثالمثال
 نيرويP   كه بر كابل پيچيده شده دور توپي مركزي چرخ متقارن وارد مي شود به آهستگي و طبق

زمان بر حسب ثانيه پس از اعمال   tبر حسب پوند و  Pافزايش ميابد كه در آن  P=1.5tرابطه ي 
PP   هرگاهPثانيه پس از اعمال نيروي10مطلوب است تعيين سرعت زاويه اي       چرخ.استPنيروي

وزن چرخ . باشد  3ft/secبرابر  t=0كند و سرعت مركز آن در لحظه ي  غلتشچرخ به سمت چپ 
120lb10 مركزشو شعاع چرخش آن حولinبدون لغزش انجام مي دهدغلتشچرخ.است   .

2

زيرا لنگر آن حول . حذف مي شود  Fيكديگر را خنثي مي كنند و  Nو نيروي مساوي  120lbوزن  لنگرهاي
:  عبارت است از  Oبنابراين اندازه حركت زاويه اي حول . صفر است  Oنقطه ي 

2 2 2 2( )OH I mvr mk mr m k r       

كه كنيم م مشاهده و:زيرا:بنابراين O CH H2 2 2k r k 2
C C CH I mk    و                     :                     زيرا:                    بنابراين مشاهده مي كنيم كه O CH HCk r kC C CH I mk 

2

1
0 1 0 2( ) ( )

t

Ot
H M dt H 

102 2 2 2
2 20

120 10 18 3 18 9 120 10 18[( ) ( ) ][ ] 1.5 ( ) [( ) ( ) ] 3.13 ( )1832.2 12 12 12 32.2 12 12
12

radt dt clockwise
s


        
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لمثال
  قطعه مستطيلي يكنواختي كه ابعاد آن مطابق شكل است وقتي به پله ي

روي سطح افقي به سمت چپ  v1برخورد مي كند با سرعت  Oكوچك 
استواجهشلغزدم پوش چشم قابل پله هد محاس است مطلوب مطلوب است محاسبه.در پله قابل چشم پوشي استواجهش.لغزدمي

نوسان  Oكه به قطعه امكان مي دهد آزادانه حول  v1ي مقدار حداقل 
اتلاف   درصددرصد  n. برسد  Aكند و درست با سرعت صفر به وضعيت 

ك ال ا ژ bان cك . تعيين كنيدb=cانرژي را در حالتي كه

(I2برخورد 2 2 2 2 2
1 1 2 2 2

1( )       ,      ( ) [ ( ) (( ) ( ) )] ( )
2 12 2 2 3O O O O
b c b mH mv H I H m b c m b c           (I1برخورد 1 2 2 2( ) , ( ) [ ( ) (( ) ( ) )] ( )
2 12 2 2 3O O O O

2 2 1
1 2 1 2 2 2 2

3( ) ( ) ( )
2 3 2( )O O

v bb mH H mv b c
b c

      


1 b c b
(II  چرخش حولO

2 2 2
2 2 3 3 2

2
2 2 2 2 2 2 21

12 2 2

1 0 0 [ ( ) ( )
2 2 2 2

31 ( )[ ] ( ) 2 (1 )( )
2 3 2( ) 2 3

O
b c bT V T V I mg

v bm mg g cb c b c b v b c b
b c b

         

        


2 2
2 2 2 2  for b=c1 2

22
22 2 2

2 1
1 2

1 1
3 32 2 1 1 ( )( ) 1 62.5%1 3 2( ) 4(1 )2

nO
O

mv IE k b c bn n
cE v b cmv
b

   
         

 
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ك ا ا  Conservation ofا
Momentum

بقاي اندازه حركت
Momentum

نشود، اعمال سيستم به اي تكانه اگر شد، مشاهده قبلي هاي مثال در كه طور همان 
.ماندميپايستهحركتاندازه .ماندميپايستهحركتاندازه

ي معادله سه اند، برداري هاي كميت دو هر تكانه و حركت اندازه كه آنجايي از 
.شود مينتيجهزيرمستقلاسكالري وييجزيرلري

1 2
1 2

( ) ( )   (I)
( ) ( ) (II)

x xL L
L L

L L
     

 

1 2

1 2 1 2

( ) ( )   (II)

( ) ( )      or      ( ) ( )    (III)
y y

G G O O

L L

H H H H

 
  

بقاي عدم يا بقا با ارتباطي هيچ راستا يك در حركت اندازه بقاي كه داشت توجه بايد 
.ندارد را ديگرراستاهايدرحركتاندازه يررز رر رري
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مثالمثال
 3دو كره ي جامد به شعاعin  2كه وزن هر كدام از آن هاlb  است در نقاطA  وB   روي ميله ي افقي

A’B’  كه اين ميله ميتواند به طور آزادانه حول محور عمودي با سرعت زاويه اي خلاف  . قرار دارند
6 d/   اندكره ها بوسيله ي طنابي به همديگر متصل.بچرخد6rad/sجهت عقربه هاي ساعت به اندازه ي

تعيين  .  براي ميله است  IR=0.25(lb.ft.s2)با توجه به اينكه  . كه به طور ناگهاني بريده مي شود 
: كنيد

.  رسيدند  ’Bو  ’Aسرعت زاويه اي ميله بعد از اينكه گلوله ها به نقاط) الف 
. ’Bو  ’Aانرژي هدر رفته با توجه به برخورد نا كشسان گلوله ها و نگه دارنده هاي ) ب
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ثال ي ه ادامه ي مثالادا

IS t M t S t E t S t M t1 1 2 2. . .Im p .Syst Momenta Syst Ext Syst Momenta 
1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

2 2

2( ) 2 2( ) 2

(2 2 (2 2
s S R s S Rm r r I I m r r I I

m r I I m r I I

          

      1 1 2 2

2 2 2

2 2 2 2

(2 2 (2 2
2 2 2 3( )( ) 0.00155( . . )
5 5 32.2 12

2 5 2 25

s S R s S R

S s

m r I I m r I I

I m a lb ft s

      

  

2 2 2 2
1 2

2 5 2 25( )( ) 0.0108          ,                ( )( ) 0.2
32.2 12 32.2 12s sm r m r   

1 2 2

2 2 2 2 2

696

0.25     ,      6          0.275 6=0.792 2.08
1 1 1 12( ) (2 2 )

RI

T I I I I

        

2 2 2 2 2

2 2
1 2 2 1

1 1 1 12( ) (2 2 )
2 2 2 2
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E t i I t ك Eccentric Impactغ برخورد غير مركزي
د خو كزي،ب م ديبهغ خو اكزواصلخطكهشودمگفتهب مم امج صلباج صلباجسام جسم مراكزواصلخطكهشودميگفته برخورديبهغيرمركزي،برخورد 

.نباشد برخورد خط بر منطبق كنند، برخورد
زمانييبازهدوشاملبرخورد شد،معرفيترپيشكهطورهمانDeformation Period شورن يرپ ورر ييزولر ز

Restitution و Period باشد مي.
وارد ي تكانه به استرداد زماني ي بازه در شده وارد ي تكانه نسبت صورت به استرداد ضريب 

كلاا .شكلتغييرزمانييبازهدرشده

ا دشاهدزهاشكلدكهطه ظهدش داكثههاشكلتغكهال حداكثربهها شكل تغييركهايلحظهدرشود،ميمشاهدهزيرهايشكلدركهطورهمان 
.شود مي برابر هم با صلب اجسام از يك هر از تماس نقاط سرعت رسند، مي خود
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E i IEccentric Impact برخورد غير مركزي
 ريبدر اين اسلايد نشان مي دهيم كه رابطه اي كه در برخورد مركزي براي ضريب ي بر زي ر ور بر ر ي ب ر يم ي ن ي ين ر

.استرداد بدست آورديم، معتبر مي ماند
'
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1مثال
ميله ي باريكABمي.از حال سكون مانند شكل رها مي شود

چرخد تا به حالت عمودي برسد و بهم ميله ي همانند ديگري به
.  كه روي سطح بدون اصطكاكي قرار دارد برخورد مي كند  CDاسم 

باشد سرعت ميله ي0.4با فرض اينكه ضريب استرداد بين دو ميله  ي و بين ر ريب ي رض يب ي ر ب
CD را درست بعد از لحظه ي برخورد تعيين كنيد  .


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1ادامه ي مثال


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2ثال 2مثال
 2گلوله اي به جرمKg  كه به طور افقي به سمت راست حركت مي كند  داراي

ي ه ل ا ي5m/sعت له ن پاي انتهاي به كه ت مABا ج 8Kgبه 8Kgبه جرمABاست كه به انتهاي پاييني ميله ي5m/sسرعت اوليه ي
است  0.8با توجه به اينكه ضريب استرداد بين ميله و گلوله . برخورد مي كند 

سرعت زاويه اي ميله و سرعت گلوله درست در لحظه ي بعد از برخورد را  
ك .تعيين كنيدت

2 2 2
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